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Die vorliegende kleine Sammlung von Formeln 
hat die Bestimmung^ meine Vorträge über ange- 
wandte Mathematik an der hiesigen teclinisehen 
Bildungsanstalt zu unterstützen ^ was dadurch ge- 
schehen wird) dafs ich mit deren Hilfe nicht mehr 
so häufig genöthigt sein werde ^ auf den Ursprung 
von Differential-, Integral- und andern Formeln 
zurückzugehen, als es ohne dereux Besitz geschehen 
lauiste« 

Wer ab Lehrer, wie ich, vorzugsweise mit 
der angewandten Mathematik beschäftigt ist, wird 
auch das Bedürfnifs nach einer Sammlung von For- 
meln aus der reinen Mathematik« ähnlich der vor- 
liegenden, fühlen. Ob aber die nachstehende Samm- 
Imig Yon, Formeln, die zunächst nur meinem und 
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meiner Zuhörer Bedurfnifb angepafst ist, auch den 
Anforderungea Anderer genügen kann, die ähn- 
liche Zwecke als ich verfolgen, das wird die Folge- 
seit lehren. 

Dresden im AprÜ 1842. 



JDer VerftUMer. 
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Der binomische Lehrsatz. 



(1) (a ± b)> =s a» i ja»-»b + "^?71^^a *-»l>« 
— 1.2.3 

(a + b)« ~ 1 • a»+» 1.2 • ä»+* 
^ i i(n-Hl)(n+2) b« . ii(ii+lX"+2Xn+3) b« 
'**i.2 . 3 •a»+»"''l. 2 .3.4 •Si^=»*^ 

/ 1, 5 ■ (i j- ° " m T— n b« j_. n 

— ^ ^— ma m 2ni a*— m 

m— n 2in — n b' n m — n 2in — n 3m — n b* _^ j 
' 2a '■ Sn 'ä>~~iii* 2m .' 8ai * 4m 'a*— *' 

1 o— 1 b» 



(4) J?'(a±b) = K^ajl±i.^-i. 



2n> 'a* 



1 n— 1 2ii— 1 b» 1 n— 1 2n— 1 Sn—l b* 

/Rx ^ . L), -1 b , 1 n + l b« 

>1 n+l 2n+l bs , 1 n+1 2a+l 3n+l b«_ ) 
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L n /■ b \ . «(n+l) b V 

(6) («+«»)-=a-ji+^.(^^J+i7^.(^iq:i;J 

^ n(n+l)(ii+2) r b ^» , n(iH.l)(n+2)(n+3) r b Y.J 
+ 1.2 . 3 +i.2 . 3 . 4 \^bJ 

(7) (a+b)-i=»jl+-.(^^J+-.-2^(^^J 

n n + m n + 2m/' b \ ° . a a + m n + ^m 
+ 5 • • ~3m~V.ä+by '*"m * 2ni ' 3m 

(8> ^'(.+^)=^^l+^(^)+^^"(^f^)' 

1 l + n l + 2n ^ b V . 1 1 + a 1 + 2d 
+ 2a ■ äa Va + by"*"»* 2a * 3n 

■(•— iKn— 2)/- b \3 ii(n— 2)Cn — 8) 

+ 1. 2 . 3 . 4 



1.2 . 3 Va+b. 



1 1' (. 1/" "> 1 n— 1 

.y(a + b) f4( 

fV\*l a— 1 2n— l i^ b Y— - ^ 
Va+by n"^' 3n Va + b,/ n' 2u ' 3n 

4a Va + b-/ i 
1 1 b b«— b« b**-Jb* 

w Iii; = i + ^ + + .-^ T^.- 

1 _ 1 _ 2b 3b2 _ . 5b^ 
(a + b;« — 8» + i« + a* + V "** a« 

_6b5 , , 
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5.6 b« 6j; b» 

(14) V(.^±h)=V^Y^r"2ÄyjJ ^2X6 
• W 2.4.6.8 Vit/ ^2.4.6.8.10 Va>' 

(15) /(a+b) = /ajl + |.(^)+^(^b) 

1.3.5/- b Y 1.8:5.7 /^ b Y e<ic' 
+ 2X6Va + b>' +2X6:8Va + fay 

(16) V^C + b^^V^alli 

.1.2.5i-bV 1.2.5.« /bx4 1.2.5.8.11 
±0:«VI/ -~3X02W -3.6.9.12. löVay j 

s, 8, ( 1 /" b ~\ . 1.4/' b \ 

(17) l/(a+b) = |/a l+ä-l^^J + OVi+bJ 

_^1.4.7i-_b_-\» . l^^i-_b_Y ,J 
"*'3.6.9Va + by "^3.6.9.12Va + b>^ 

(18) »^(a ± b)« = l/a'' jl + C J - OVJ 

2.1. 4i^b\ » 2 .1.4.7 /^bV 2.1.4.7.10 / b j» i 
3X9Vi>' ~S.6.d.l2W J^3.6.».12.1dW j 

1 Ml V ^—liir-^Y 

7(Hhb)"" äVi+b^' 2.4Va+b>^ 

1.1.3^_b_Y _Lili:^r_L.Yete.| 
~"2X6Va + by 2.4.6.öVa+by J 
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Krektfhnctioiieii oder goniometrische 

Formebk 

S. 2. 

(1) «,« = |/(i-^«o.««>z^ Ig«; 

K(l + tg «a) 

1 |/(8ec«« — 1) 

"~ ya + cotga«) — «ec a = * — « 

= K^|«nT«(2 — «nv«)} =co8tetg«=: 

cotg a See a 



cosec a 

(2) nn (njc) = sin ( — ii]c)=:o. 

(3) .,*.(*^+l>=.i.(_^!+^>=+,. 

(5) sin a= + sin (2n^ + «) = + sin {(2n + 1> Jh «|, 

(6) äaa=+co8(~^±ay=±aia(~^n±a\ 

(7) cos « = f/(l _ sin««) = ^^i^^^^y 

' cotg a |/(co5ec ^cc —1) 

VO- + cotg cosec a 1 — »mv « 



a=s |/{cosv flf (2 — cosv «)} = sin o cotg a = 



sin 



tg a 
cotg a 1 

coaec a «cc « * 
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(8) CO» (+ ^±i«) = 0. 

(9) cos ( + 2nn) = 1. 

(10) cos 1+ (2n + l>}= — 1- 

(11) cos a = cos (2m + «) = — cos {(2ii + 1)» + 

(12) cQSft=»ml ^ n+^cc ^ sml — g— jr+^a I. 

^ sm of . seco; 1 

(lo) tg a = :=s sin sec a B 



cos a cosec a cotg a 

— sina«)— cos o V a i> 

(14) tg « = + tg (2njr + a) = + lg {(2n + 1)» + «}. 

(15> Jg.«=+cotg(^±«)=+cotg(*^+«)^ 

, COS a cosec a 1 

(lo) cotg«=-^ — = cos «cosec «= = - — ^ 

an« seca tga 

^ l/(l — sin^«) cos a 

(17) cotg « = ^ ri,, « y(i-.c^*a) 

= |/(«^«\-l) =^^^'^°"'^'"-^>= ^sJa^2-L.) 

j/ cosv «(2 — cosv g) 

1 — cosv a 

(18) cotg ct= + cotg(2n» + «) = + cotg { (2o+l)ff + «}. 

(19) cotga=+tg(^^ia)=+ts(^^^±a). 

♦ 

1 \ tg « cosec« 

(20) sec «= = te«coscc«=-^ — = -7 — . 

^ ^ cos« , sin« cotg« 

(21) .eca= ,,, ^ ,, = /(l+t6^aJ= ^^^^;°^g'''^ 
^ ^ |/(1 — Sin a«) r V I ö / , eotg « 

cosec « 1 * 1 

|/ (cosec*« — 1) 1 — skiT . « |/cosv «(2 — cosv iBi)* 

(22) cosec « = — = cotg « sec « = = 7 — • 

^ ' siQ « cos « tg « 
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(23) 



1 



+ eatg *«) = ■ 



MC a 



(24) = * — » ; 

l/(tg«« +t>-l _t^tg *« +l)-cotg« 



X — co«r K 

— 1 — cos « = 1 — y (1 




coiec g— )/ Cco»ec »a— 1) i i/cosv 0(2 — ct>sv o>. 



cotec «. 

0i5) cosv o = 1 — sin o » 

t/(tg *«t -h 1) — 

=* y(tg *« + A) 

a — T/(sec •■^g — 1) 

sec a 




(26) 
(27) 
(28) 
(29) 
(30) 
(31) 
(82) 
(33) 
(34) 



cosec a 

|/ »iov a (2 — smv «)• 
sin + cos = 1- 
sui(— «) = — ««^«• 
tg (— «) = — *ß «• 
cotg (— a) = — cotg «. 
sec (—«) = + sec «. 
cosec ( — a) = — coaec o* 
8in a = sin (+ 2an + a). 
cos /X = cos ( + 2qj5 + a). 



(1) 

(2) 
(«) 

(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

(ß) 



sin (a 4- ^ : 
sin (tt — ß) 

cos Ca 4- ß) 

cos (a — /J) 
rfn er sin /3 = 
sia o cos ß ; 
CO« amn ß 
cos a cos ß 



S - 8. 

= sin o cos ß'^'SOB ß cos a. 
= sin a cos ß — sin |3 cos sr. 

= cos a cos ß — sin a sin ß, 

r= COS II COS |} 4* ^'l^ <>t 

\ COS (a — — I cos (« 4- jj). 

isin(«4-^) + iain(«— /J)- ^ 
^8iD(«4-|3) — isin ia—ß\ 

: 4 cos (o |3) + COS (a 4- ß}. 
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(10) imu-^imß^2cM^^.8ia^^^. 

(11) cosa + ca«^ = 2coB "'^^ .coi *'^^ , 

(12) «n « — cot <J « 2 «o SLji « ain 

— 28in.^.«i_2-ü. 



(15) siü 2a ~ 2 sia a cos a. 

(16) cos 2a 8 cos ^a — mn s 2 cos — 1 

^l-nsSsin^a. 

(17) 6iBaHhco9a=-|/(l+8ni2a). 

(18) sin a — cos « = ^(1 — sin 2«). 

(19) 



(20) «..=|/(!dt*2:)_|/(i=|i2:). 

(21) rin (n + 1) 4- sio (n 1)« = 2mii nä cos a. 

(22) sia (a + l)u — sio (n — l)a = 2sm a cos m. 

(23) cos (ä — l)a + cos (o + 1)« s=s 2 cos M cos 

(24) cos(n— l)a— co8(n+l)a =x2siiiiiaaia 
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ym^j tö— l_tg*« cotg^a— ] cotga— tga' 

(30) tg«==-4^^^^=t^^^=co8ec2o— cotg2«r. 

-«♦-o _ cotg g«— l _ cotg«— tgc _ 1— tg *a 

(31) «»t82«=-^^^= 2 

» 

,o«v . sin 2a 1 4- cos 2a ^ 

(32) cotg a Ä , — ^ =: V-^^ = C08CC 2a 

^ ^ 1 — cos ^a sm%u 

(33) cosec 2a = ig a -f cotg 2a = cotg a — cotg Sa 

. tg a + cotg g 

(84) mQff+a)= =cos(i» — a). 

. X Cosa — sine . /, ^ 

(35) cos(^9s + a) = =fim(jÄ — a). 

(36) tg(i«±«) = J-i^. 



1 + sin 2a 

(37) aio «(i» + «) = cos a(i« — o) = ^^g— 



(38) 8iiia(i» — «) = cos4(iÄ + a) = 

(39) ig«(i„+«)=J±^. 

1 — sin 2a 

(40) tg ='(!»-«) = i^rÄTäi- 



1 — sin 2a 



(1) cosn« + «in n«.y—-l = («>•« + sin a.^ — 1)». 

(2) (x* + a«) = (x — aj/— IXx + aj/— 1).. 

(3) (X» +a3) = {x |a(l + /_3)} {x - ^(l 

{x+a| =(x2_ax+a*)(x+a). 

(4) (x* + a*) = (x«— ax|/2 + a«Xx» +axj/2+a«). 

(5) (x6 +^6) == jx»— i(l + i/5)ax4-aa} {x» — ^1 

— |/5)ax + aa} {x+a}. 
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(6) (x6 + ji«) = {x* — axj/ a -I- a»} {x« + a«} {x« 

+ ax|/3 + a«|. 
(•7) (x«,- a«) = (X + a) (x — a> 

(8) (x» — a») = (xs + ak 4- aa)(x — a). 

(9) (x4 — a*)=(x« + a«)(x + a)(x — a). 

(10) (x»— a») = {x*+i(l-f/ö)ax + aa} {x«+^(l 

+ j/5)ax + a2| {x — a}, . 

(11) (x« — a«) = (x» — ax + a») (x» +, ax + a«)(x 

+ a)(x — a). ^ 

(1) smna= E 2p"=fl — ^ ^• 

(cos«+«inal/ — l)"+(co8a — siottl/ — 1)» 

(2) cosna=^^ 1 _ 1 

oder 

(3) Biniia = jSifl «cos»-*« — 12 3 



, , . D(n— IX«— 2)(o— 8Kn— 4) . « . 

C08 «-«a + i; g V a V 4 C 5 ^ ^ ^ °~ « ^ 

(4) CO» Ott = cos — ^ »in ^1» cos 

+ ,3.4*" ""^ " 1.2. 3 . : 

— 3)(n— 4)(n— 5) .\ „ « . 
: ■ ■■ ^ sm 6« cos «a + etc. 

(5) 8ui2as2sinttC0Stt, 

(6) siü 3a — 3 sin a cos — sla ^a, 

(7) iiii4«c=r4sia ftc^ *a — 4 sin cos 

(8) sin 5a = 5 sin « cos — 10 sin ^ a cos /^a + sin 

(9) sia 6a 6 sin a cos — 20 sin cos 'a + 6 sin^a 

' cos er. 

(10) ^in 7a = 7 sin« cos — 3^.4iiL^a cos^a+^l^u^^« 

cos — sin ^a, ^ 

(11) cos 2a = cos — sin ^ 

(12) €os3a=?oos — Smn^acosoL 

. -2 
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cos 4« = cos 4« — 6 sin *a cos + sm *a. 
co«5«Ks=scas — lOsin^acosSa-l-Ssui^ir^ ^ 

cos 6a=:cos «c — 15siii^aco8^a+15sia^acas^ 

«D 

€01 7« = COS ^« — 21 sin cos ö a + 35 sia *a I 
— 7 sin cos 

ni(m« — 1) . , ^ ni(m« 



(IS) 
(14) 
(15) 

a«) 

(17) i»i»«-rr2T3 - "-172 
IXm«— 9) niOn* — iXm*— 9)(in2 _ iq^ 

S 3 ^ . /» " i ö S Ä K 5- : 



an *« -f* 



(18) 

(19) 
(20) 

(21) 



1.2.3.4 
:^-—j-^mra etc. 



d 



•in Sa = 8 sin « — 4 ain *a. 

sin 5a = 5 sin a — 20 sin »« + 16 sin ^a. 

•in 7«»7 sin « —56 sin *a+112stn>ff— 64rin7a. 

CO» insf Ä coB « |l — ^^^^ sin «a + ^^^-Z^"^^ • 



n"— l)(m2— 9)(ma— 25) . ) 



374 

(22) cos S« := (1 — 4 sin 2ß) cos «. 

(23) cos 5« = (1 — 12 sin a« + 16 sin *«) cos «f. 

(24) cos 7« == (1 — 24 sin 4-803ia4«_64sin«a) : 

• cos «. 

(25) sinn.a=^co»« j^«n«-y*~*> «, «« 

mOn^— 4)(ma — 16) . . 1 ' 
•**1 .2.3.4.5 

(26) sin2«=2sia«co«a. 

(27) sin 4a = (4 sin o — 8 sin » «) cos tt. 

(28) sin6ft = (6siBa — 32«n*a*f 32sm«a)c(Ma. 

in«(ina--4)(ra2_16) ^ 
~ l.>..4.4.5.6 

(30) ooa2a=4 — 2 sin 2«. 

(31) cos 4« = 1 — 8 sin a« + 8 sin *«. 

(32) co»6B = l~i8sin2a + 48sjü'»« — 32sia 6«. 
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(33) cos 2« = 2 cos — 1. 

(34) .cos3a=r4co8 'a— *3co8ix* 

(35) cos 4« = 8 cos — 8 cos + 

(36) C03 5tt = 16 cos^ne — 20 cos >a + ^ ^ 

(37) cos 6« = 32 cos öflf — 48 cos + 18 cos — 1. 

(38) cos 7a s 64 €08 ^0 — 112 cos^a + 56 eof^^a 

— 7 cos a. 

(39) m2u = 2äattco»a, 

(40) «iia« = «ina(4cos2a — 1). 

(41) sia 4a == «a « (8 cos >a — Atoaa). 

(42) 0m5a = aba(]6o>s^a — 12cosSa + l). 

(43) sin 6a = 8111 « (32 cos 'a — 32 cos 3a + 6 cos «). 

(44) sia7a = riii«(64eos<« — 80cos«a + ^cos»« 

-1). 

(45) 2 cosna = (2 cos a)» — J (2 co» a)»-a + 1 (n— 3) 

(2co.„)r* - (2cos«)-6 + 

rn — 6)rn — 7) ^2^^^^ _^ _^ (2co8o)-" + J 

(2 cos a)H!»ta + J (a+3) (2 cos «)— 4 + J ^"^^^/"^^^ 

(2 Cosa)— . + (2 cosar-' + etc. 

(46) sin na = sin a {(2 cos a)**""^ — (n — 2) (2 cos 

(*«..) C-*>('j»>C-«) 

(2cM«)^T + etc.} — sin « {(2 co««)-»-i + (n + 2) 



(1) 2 sin = -—.cos 2a + 

(2) 4 sin^a = — sin 8« + 3 sia «* 

2* 
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(3) 8aüi4a=.+ cos 4a — 4€0i3« + 3. 

(4) lOsio^tf SS + tui5a~5an8a + lOsiacr. 

(5) 32 sin = — cos 6a + 6 cos 4a — 15 cos 2a + 1( 

(6) 64 sin 7a s= _ sin 7a + 7 sin 5a — 21 sin 3«! 

4- 35 sin a. - ' 

(7) 128 sin«a = + cos 8« — 8 cos Ga + 28 cos 4« 

_ 56 cos 2a + 35« 

(8) 2co8«a = cos2a + l. 

(9) 4 cos 3a = cos 3a + 3 cos ct. 

(10) 8co8«aacos4a + 4cos2a + 3. 

(11) 16 cos ^a = cos 5a + 5 cos 3a + 10 cos a* 

(12) 32 cos *a.= cos 6a -j- 6 cos 4a + 1^ cos + 10. 

(13) 64 eo!'« =3 cos 7a + 7 cos 5a + 21 cos 3a + 35 

cos a* 

(14) 128co8«a=s€Os8a + 8cos6a + 28cos4a+56 

cos 2a ri- 35« 

§.7. 

(i; i - + läTO - 1.2.3.4.5.6.7 + 

y;» «w« 1 1.2 + 1.2.3.4 1.13.4.5. 



1.2.3.4.5.6.7 



6 

— etc. 



(4; co.. = ri-*!j-)ri^^^A_ 

0 ^ 4^) 0 "■ ^ ) 
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_ 2.2. 4.4.6.6.8.8.10.10 ^ ^ 8 

(5) ^^^^^ Q ^ .U*^""*'9 

2* 48 80 J?0etc. = 46-^^ri-i^ri— 

1 

(6) o = tga— itg»« + itg»« — ^tg^a + ^tg»« 

(öl a s= — 4 . — — - — \- i. — — ^ • = . ^ . 

cotga * «otg^u ' cotg'a 7 cotg^a 

•J" i • — — etc. 

^9 cotg»« 

(10) i»==5 {1-3-100+ 5 -Ciuo) ~7(m) 

"7 (239) ■'"öVSrö} 

(U> » = 344159 265(35897932384626433 etc. 
- = 0,31830 98861 83790 67153 77679 etc. 



^« s 1,77245 88509 05516 02729 81675 etc. 
brigg. log n = 0,49714 98726 941.33 85435 127. 
lognt » = 1,14472988584940017414342. 

, sin*« 1.3 sin^« 1.3.5 sin'a 

(12; «=«n« + i--3-+2:4"5~+o:6'~r 



1.3.5.7 siü 

+ 2.4.6.8 ~9~ 
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/ia\ _ 1 _ » cos 3a 1.3 cos*« 
(13) « = |s — CM« — l . — g 



1.8.5 CO!»« 1.8.5.7 CO»»« 

2.4.6 7 2.4.6.8 ~»~ 



Logarithm en. 

Es sei s=s B mid a die Basis oder GrondxaU eines 

Logarithmensystems, dann ist b = Log«B; mithin 

(1) LogABC = LogA+ LogB + LogC 

A 1 • 

(2) Log||sLog A — LogB^ Log^ = — LogB, 

(3) Log A°» = m Log A. 

(4) Logy^A.= ^!^^, femer 

Irena in a^ = B^ b in 1 iibergeli^ a^ = a, also 

(5) Log a = 1 und 

Log ß ~ Log B — Log B d. g. 
0) Logi = 0. 

§. 9. 

(1) ar==l + I (a-1) + y±=^ (a-1)« + >;^Z^ 

(a~l)8 etc. • 

^2) a=«H-^ + ^+j-^ + j-^L_ etc. 
^8^ A — "Zll (a — lJ' , (a-l)3 (a_l)4 



• (a — 1)» 
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(4) + j-^,. 

A« 

4 

(5) x = l + ^Lo6x+^^Logax+j^^Log., 

+ 1.2*3.4^«***'^ 

Für A = 1 entstehen natürliche Logarithmen mit der Basis 
^ mifiiui 

1.2.3.4.5 

(7) e=2 + g + ^ + + 

1 

+ 2.a.4.5.6 ^ 2,718281828459045 etc. 

1 ' 1 

(8) M=X^iCT (a-l)a , (a-l)3 (a-1)**^ 

1 2 '*'~~3~ 4~ 

(10) to,«,=l^»-fr^+S:^'_<r^^. 

(11) >I=^; Logy=Ml«gnt,i log.t,=i^. 

(12) Für Biigg'äche Logarithmeo ist a s 10, der Mo- 
d«l M = 0,4342044819 etc. ^ := 2,3025850030 ete., abo 

(13) brg. log y = 0,4342944819 etc. X lognt y; 
k>gnt 7 =: 2,3025850930 etc. X brg. log y. 

(14) brg. log e = brg. log 2,7182818 etc. = 0,434294 : 

: 481903 etc. 
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(15) lognt(l+x) =2 logntx -lognt (x-1) -2 
+ i • (2xa— 1)» + * • (2xa— 1)» 



(16) \osatx=.''-^ + iQ-^y + iQ-^y 

(17) l«g«tx=tog«t(x-l) + i + g^j+iy+^et«. 

(18) lognt 2 = 0,003147180559045 
iognt 3 = 1,09861 22886 68109 
lognt 5 = 1,60943 70124 84100. 



Summeiiformeln für Zahlenreihen. 

■ 

§. 10- 

Die Anzahl der Glieder jeder Bohe nrit n bezdchne^ 
dann ist: 

(1) 1 +2 +3 +4 +5 etc.=|n(n + l). 

(2) 14 + 22 + 32 + 42+52 etc. = ^n(n+l)(2n+l). , 

(3) 1» + 2» + 3» + 4a + 5» etc=i»a(B + 1)*. 

(4) i«^2* + 3* + 4fetc=r^ + ^+^-^. 

(5) l» + 2» + 3» + 4* + 5»etc=g- + ^+-^ 

— n« 

(6) l«+2« + 3« + 4« + 5«etc. = y + ^ + ^ 

n 

(7) i'+2' + 3^+4T + 5'etc = ^ +'^ + ^ 

7n* 

24 "^ß- 
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(8) l« + 2»+8» + 4» + 5»«tc. = ?^ + ^+^ 

w 2 ö 

• 7a» 1 2n3 _ n - ; 

(9) l» + 2» + 8» + 4» + 5t»eta;=^ + ^+^ 

7n« n* 8n» 

10 2 20 • - 

(10) 1« + 3« + 5a + 72 etc. = I n(n + l),(2n + 1) 

— 2o(n + l) + B. 

(11) 2a + 4a + 6» + 8* etc. = S ii(n + i) (2n + 1). 

(12) 1» + 8» + 5» + 7« etc. =2n2(n+l)3_2ii(a-J-lj 

(2if + 1> + 3n(n + 1) — n. 

(13) 2» + 43 + 63 + 83 etc. = 2n2(a + 1)». 

(14) 14 + 3* + 5* + 7* etc. == 3in»— 2|a» + Ä «». 

3 



(15). 2* + 44 + 6*+.84etc. = 16j^ + l^ + 



30 

(16) l + l + l + l + letcssj. 

(17) l4-2 + 3 + 4+,5etc=5^^. 
Oä> « + 10 + 15 etc. + = 

-TT* • 

(19) l + 4+10 + 20 + 85etc. + 2^j±i^^l±^ 

n(o-H)(n + 2)(n+3> 
■~1 . 2 . 3 . 4 • 

"n. 

(20) 1 + 5 + 15 -j. 35 ■+ 70 etc. + ;(°+l)C»+2)("-f3) 

0(11 +l)(a + 2)(o + 3X11 + 4) 



. 1 ♦ 

3 
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. (0 + 4) ii(n + l)fa + g) etc (n + 5) 
•T"5 1.2 . 3 . etc. . 6 • 

ADflnerk. Die Zahlen ia 4ea Keibea Toa Nummer 16 an 
hdUEMn figaiirte Zahlen, und zwar 

die in NniMner 16 rwk der (tten Ordnung 

* - - - 17 - - Iten 

» • 18 - - 2teii • . 

.. .. 19 - 3ten ^ 
Die Zahlen der Rohe 16 werden andi Triangdar- oder Trigo- 

nalzahlen und die der Reihe 19 Pyraraidalzahlen genannt, W«mI 
fltcb nut Kugeln die ersten ala JL>reiecke9 die letzteren aber aU 
Pyranuden letieii lasten. 



Summenfomielii .fBr Jteiheib 

^ Das S soll das Sammenzeichen und der hinter dem- 
selben befindliche Ausdruck das allgemeine Glied einer Reihe 
fffip ^ deren Summenglied nach dem Gleichheitszeichea steht» 



(1) 




(2) 


-Sna» = 






.(4) 


JBn*a" = 

* • 



n«a»+» 2Qa"+» a(a+l)(a°— 1) 



8 



n^aM-i ^ 8n«a»*-» 3D(a + 1)«*»' 
a_-l ' (a— 1)* (a— 1)» 

a(a« + 4a + l)(a« — 1) 

4A(a«+4a+l)aH-t »(a» + lla«+lla+ l)(a«— 1) 



(a-1)« ^ (a-1) 



5 
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^ , . na»+» , a(+ a" — 1) 

n»a**-> 2na"+» a(a — 1) 
(+a«~l) 
1 _ a'+*— 1 

(9) 

n a*— 1 n 

(10) -^äi— (a— l)aa"-* (a— l)»»' 

(a+l)(a°-l) 2n • 

(lA) ^ — (a— l)»a— » (a— l)»a»-i (a— 

n _ + n a°~l 

(1*) (a+l)a» (a+l)*a»-»* 

rt* _ ^ B* 2a . (a— ^) . 

^ (Z:S)S — (a+l)a» — (a + l)*a»-» (a + • 

•l)8a»-»'* 
§. 12. 

(l) 2; {a + (a-l)d} = an + 1-^^ *♦). 



(2) 



'T) Von dea Zeichen + und 4! gilt dM obw für ein gc- 
fadci, das untere aber für ein ungerades n. 

B« gdkdrtNo. 1 dner arithmetischeA Reihe der i« Otdmmf 

-3- - --8. - 

• 4- - • -4. .-an. 

8* 



Googl 



(S) g (n + 1) + g a(ii« 1)1 = n(n + 1) (n + 1) 
(4) -S|a(. + I^(n + 2)Q + 



Arithmetische Reihen der ersten 

Ordnung. 

§. 18. 

Es sei das erste Glied einer arithmetischen Reihe = a, 
die Diflferenz zwischen zwei Gliedern == d, die Anzaid der 
Glieder = n, det Werth des ntca Gliedes j= t und die 
Summe der u ersten Glieder = s. 



(1) 

(2) 
(3) 

(4) 
(5) 

(Ö) » 

(7) - 

(8) s 

(9) d== 
CIO) d = 



a + (n— l)d. 
-a. 



2s 
n 



s (n — l)d 
n 2 



= in{2a + (n — l)d}. 



a-M _^ (t + a) (t - 

2 • 2d 

in (a + 1). 

in{2t-.(n — l)d}. 
t — a 

2«~2aa 
n(n — 1)* 
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ai) ^^ <'+^fr.'^ . 

(18) ,= H.Lp. , 
(15) .»j^. 

rt-. 2t + d. /{/^2t + dV 2ä) 

ae) 2d-±|/iC-id-) -d • 

(17) a=st— (a — l)d. 

as) .«i-i2zzlL^ 

a») «=gd±/{(t+4d)*— 2d«}. 

(20) aB=- — t 
n 



' Geometrische Reihen. 

Es sei a das erste Glied einer geometrischen Pro- 
gremoDy d die . Anzahl der Glieder , t der Werth d€8 nten 
Gliedes, e der Exponent und s die Summe der nersten 
Glieder^ dann ki: 



/AN t(e" — 1) , 

(5) t = ae"-». 

(6) t^l±Ü-l)« 



e 



(7) o = t(« t)»-i — a(8 — a)"-» 
(») a= * 



(10) a— « 

(11) a=et— (e — 1)1. 

(1^ a(s — a)»-i—t(8 — t)^»=5=o. 

n-lt 

(13) e = |/-. 

(14) ^-^+i:=i2^o. 

s — a 



05) e-— , 



(16) ^_!^+ -1-^ = 0. 

log {a + (6^1)8}.:- log« 

(18) 1^^-^ • 

nos logt — log a - 

» = log (8— a) — log (s— t) "»* ** 
(20) „^Wt-logiet-(e^l).} 
^ ^ log e 

Es sei der Exponent e ein achter Bracht. dum wtd^l^ssO^mäi^ 

ECernach ist die Summe der Beihe 
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Differentiai • Formelii. 

Differential - Formeln algebriüscher Functionen mit 

. dner veräaderliehen Oröfiie» 



15, 

(1) a . Ax» = mAi?*-»fa. 

(3) d . Ax» = 2ax»~*äx. 

— " m " 1 

(4) d.Ax •= Ax ■ jx. 



§16. 

(1) d . (ax» + bx» + ex» etc. + p) s:a.(ax") + i. (bx») 

+ d . (ex") . etc. 

(2) Ä . (ax- + bx« + cx« etc. + p)'= K«" + + «»• 
etc. P)""* Ä • + + etc. + p). 

(3) a . (ax» + bx« + €»• = - (ax« + bx« etc.)« 

a . (ax™ + bx« etc.). 

(4) a . / {ax™ + bx» etc.}' = s / {ax™ + bx» etc.}»-» 

a. {ax" bx" etc.}. 



(«) a.V^{ax» + = i 



|/(ax 


n» + bx" etc.)* 




+ bx» ctc) 




+ bx»^etc.}« 


d . (ax™ 


+ bx» etc.) 


|/ {ax™ 


+ bx»etc.}» 




+ bx«etc) 



j/jax™ + bx°etc.ja»-' 
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§. 17. 



(1) S . {X"Y-Z«} =m\P^im*9 . X + nX^Y^»Z»* 

+ oX"»Y»Z»-iiZ. 
X»__ mX— >Yg . X — nX"J . Y 

•W "'yS Y"+» ' 

- X \8 • X — ~ X • 0 • Y 
W **^^ Y« * 

(4) «4 — i#. 

Es steOen Z Functionen dner veränderlichen Grofte daij 



IMffereiitiale trigoBonietrischer Bimctioiie& mit einer 

Teränderlichen Grö&e« 

* 

r 

(1) j • sin X s= col t8j* 

(2) <J . cos X = — sin xdx. - 

(3) i.tgx = -^. 

(4) d.cotgx = -^. 
^ ^ sin*x 

(5) d . sec X = sec X ig xdx. 

(6) 9 . eosec x ss — cos x cotg x9x. 

(7) Ä . sinv X = sin xdx« 

(8) i . cosinv x s= — cos xdx. 



Differentiale von Kreisbögen einer veranderlidieA 

GröCse. 

S- 

(1) d . arc (sin = X) = ^T^j^^. 

dx 

(2) « • arc (cos = X) = ~ p^j— ^ . 

(3) «.«c(tg = x)«j^. 
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Sx 

(4) ö.arc(cotg = x) = — j-p^. 

(5) 9 . arc (sec = x) »= • 

(6) ö .arc(e<weca3sx) = — — 

(7) ö • arc (sbv =x) = -^^j^ . 

(8) 3 . arc (cosiüv . ^ . 

Differentiale logaritiuniscber Fanctionen. . 

§.20. 

(1) d.logatX«^. 

(2) '«.AX = A^logiitA.a.X. 

(3) 5.YX = Yx|2^ .|.logntY.Öxj. 

' ö X 

(4) ö.lognt{logntX}=;^-j^^. 

8 X 

(5) .5.1ognt}Iognt(logntX)]=^^^g^^^,;g^j^j^^^^^. 

. S. 21. 

(1) Ä . lognt sin x = cotg xöx. 

(2) d.logntcosxs — tgx£x. 

(3) 0 •lognttgx = -: • — - = . i-o ^ ' 

. • , Äx 25x 

(4) 0 . lognt cotg X = : s= . ^ . 

> ^ ^ «nxcosx sm(2x) 

(5) 5 . lognt sec x = tg xdx. 

(6) ä • log]4t cosec x === — tg xäx. 

mnxSx 

(7) Ä. lognt flbTX=-: 

(8) 0 . lognt C08UV X =r <— 



cosinv X 

4 
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§.22. 

% 

(1) 8 . lognt «rc (.i, = ») (.in J^d-,«) ' 

(2) i . lognt arc (cos=x) = --ttj ~. 

(3) a. lognt arc (tg = x) = — . 

^ ^ arc (tg = x)(l + X*) 

* dx 

(4) d • logot arc (cotg = x) = — 



arc (cotg=x)(l+x*)' 



(6) ö . lognt arc {co&tc=x) - 

(7) S • lognt arc (sinv=x) = 



(8) d . logntar c (comY=x) = — 



arc (sec = s J/'(x*— 


■1) 






, are(ciMec=.x)x}/(x> 








WC (anTss:x)^(2x— 




dx 





ato(codnTs=x))/ ^ — ^x^' 



Integral - Formeln. 

. §. 23. 

Fundamental - Formeln der Integral - Rechnung, 
abgeleitet aus Differential «Formeln. 



(1) yi-dx^-i-jx-'+i. 



/d X 
== lognt X. 

(3) /ax lognt Ad. X = AX. 

(4) y + logat Yd . x| = Y^. 



\ 
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(Q) f-: — -p = lognt logDt logat X. 

J X logot X iognt logat X e © ^ 

(7) ycos xjx Ä si 



sm X« 



(8) /- 

(11) .yfecx.tangx.Äx ^ secx. 

(12) /- 

(13) /sin xix = 

(U) /- 



cosec X . cotg X . = cosecx. 
sinv X. 



cos xöx ==: coriav x* 



(15) ycotg xÖx = lognt sin x. 

(16) y^tgxax = lognt cosx. 

(19) /tgxto SS lognt «ecx. , 

,20) riiü^^f ^lagnt-nvx. ^ 

^ J 8M1VX 

(21) =D- 

(22) /-J^^=«(-=0- 

(2S) /^,=:"^'('«-D 
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Redvetions - Formeln. 

§. 24. 

♦ 

(1) /(Ax^Äx + Bx"3x + Cx«*x etc.) = A/x^ix + V^iflix 

+ C/x<>ax etc. . 

X 

(2) Es eine nnächte gebrochene Fimctioii der 

Teranderlichen Grofse x, k der Zahler enthalte höhere 

Potenzen der veränderlichen Gröfse als der Nenner, dann 
wird sich dorch Division mit dem Nenner |n den lüdet 

immer ein Ausdruck von der Fdhn 

Ax« + Bx^ etc. + ^5^±i^- 

ei^eben, in welchem die «ogehSrende gebrochene f uaction 

eine ächte ist. Für dieseu Fall nun wird 

^x = /(Ax«+BxPetc.)iJx+ ^ 

(3) Die achte gebrochene Function 

W 

in welcher Y, Z ganze und rationale Functionen 

einer verändeilichen Chröfse sein mögen, labt sich in Paitial- 
bräche zerlegen, so dafs 

XYZetc^'X^Y^Z. 
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ist. Hiernach wird nun 

(4) Es mögen X nnd ¥ wieder FonctioneQ mer Ter« 

änderlichen Grofse sein x, dann ist 

/XiY = XY — / YdX oder JXYSx = X/Ydx — /(ÄX/Ydx). 

(5) Irrationale Di£[ereQziai- Formeln sind häufig durch 
EinfSiiniDg einer Denen veranderiichen Grofiie fationd su 
machen und hierdurch die Integration wesentlich zu er- 
lae||fem. Seüsi man s. B. in der Differential-Formel 

d<um wird 

— 4 

x = — 2 — ; dx = z«8, 

mithin 

xdx _ (z^ — 4)fe 

y ^gfa — 4)fa _ V X rdz 



2 , 



mi4 wenn mao nun wieder für z seinen Werth durch x aus- 
gedrückt substituirt, 

xdx 4 
(X + 2)|/(2x + 4J = - ,^ ^2x + 4) • . 

Integrale algebraischer 

§• 25. 
x™ix 



a 4- bx 



Digitized by 



90 



x^6x X» ax« , a^x" as , 



ya + bx"~4b 3bä ^ 2b3- b* ^b»^ ^ ^ ^ 
a+bx~inb (m— l)b« (m— 2)b3 (m— 3)b* 

Von den Zeichen + gilt das obere f&t an geradef, das untere 

für ein ungerades uu 

4 

§. 26. 

x-Ca + bx) * 

y» *x 1, , /^ a + bx\ 

■ /x«(a + bx) ^ -S + ^ ^"g"^ (H^) • . 
y x^(a + bx) 2ax2 ^ a^»x a» ^ V. x >^ 

/ fa _ ^ 1 ; , b 
x^CaH- bx) ~ (m — l)äx^ (m — 2)aax°*-» 

+ Ax JL m \> ± 



(m — 3)a3x"*-» (m — 4)a*x"-4 — a"^ 

a + bx' 



Von den Zeichen + gilt das + Jiir ein gerade», das — 
für ein ungerades 
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S. 27. 
8x 1 



(a + bx)a b(a + bx) * 

y* 8x 1 
(a + bx)3— 2b(a + bx)a* 

r Sx 1 

y (a + bx)* ~~ 3b(a + bx)» ' 

f ^ ^ . ' . 

y(a + bx)» ' 4b(a + bx)* 

y * Sx 1 , 
(a + bx)« ~~ 5b(a + bx)» * 

y ' ix _1 ■ 
(a+bx)"" (n-l)b(a+bx)"-i ' 

(a + bx)« b«(aH-bx)^b» *» ^ 

yL_^^f_ — — 4- — ^ ^ 
(a + bx)8 ~~ Vb 2ba-/ (a + bx)« ' 

y ' xSx f 1.4. Jl\ ^ 
(a + bx)* ~~ V2b 6bay (a+bx)» * 

f ^Sx / X a >| 1 

Jfa + bx)» ~" V.3b ^ läbay (a + bx)* * 

y» xöx /'L.u * ^ 1 
(a + bx)« — V4S äObay (a + bx)» 

(a + bx)" ~~ V(d— 2)b (n — 2) (n — l)bay 

1 

(a + bx)''-A ■ 

y' x«*r V»* 2a«\ 1 2», , 
(TTbx)^ = l b - bT J (7+bT) - bi 

y * x«<x _ /^ic 8a«^ 1 , _1 
(» + bx)» ~7 V. b» 2b»y (a + bx)« b» 

lognt (a + bx). ' ^ 

(a + bx)* ~ .V b b» 3bV (a + bx)» • 
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(a + bx)» V2I» + 3b» + mO (a -f - kx> 

(a + bx)« ~ V3b + 6ba + m»J (a + bK>< 

x«fa _ 1 ^ 3c« 2ax 2. 
(a + b»)" V5;=3Jb **■ (» 3> 

• (n—2)(a-l)J (a + bx)»-i * 

(a + bx)« — V2b 2b« + hi^J (a + bx) b« 

l<«Bt(a + bx> 

y * x»fa _ ^x» , ea^x 9a» '\ I 
(a + bx)»~~Vb b» S*J (a + bx)« 

logat (a + bx). 

y * _ . 9iH lla3\ 1 

(a + bx)* ~ V b« 2b» + Qb^J U + bjLi' 

l 

+ bi: *«g«* (* + fc»>. 

y* x»gl /"x» 3ax« a^x a» X 1 

(a + bx)» V b 2b« + b» + 4b*y (i+ta)*' 

(tt + bx)« ^ V2b 2ba 4b9 +2Öbiy (ä+bäÖ** 



da 



(a.+ bx)» V(n — 4) b (B — 4)(n-.3)b^ 



(a 4- bx)"-i * 

(a + bx)i» V3b Sb« + "b» birj (TFi;^ 

_ /^x« _ 2ax3 I2a3x Oa* \ 1 
(a + bx)» V2b b« "*'nb«~"^"b»yö»+b^ 



«a« 

+ p- lognf (a + bx). 
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x*Sx 



12a«x« 



(a + bx) 



a«x« 18a3x 22a* ^ 



x*8x 



=( 



4ax8 



9a2xa 22a8x . 25a« 



+ 



(a + bx)5 V b« ' b3 • Sb* 



+ 



12b» 



) 



x^öx 



(a + bx)« 



2ax» . 2a«x* . a»x 



b« 



+ 



b» ' b* ' 5b» 



(b»y 



(a +,bx)» ■ 



(X* 4ax3 
fn— 5)b"''fu— 5)rn- 



(a + bx)" 
3 . a^x« 



+ 



4. 



+ 



(n— 5jb^(u— 5)(n-4)b*^(n— 5) '• 
4 . 3 . 2 . a3x 



(n — 4;(n — 3)b» ^ (n — 5) (n — 4) (ii — 3) (q — 2)b4 



0' 



-4.3.2.1a'* ^ 

-4)(n— 3)(n— 2Xn— IjbsJca+bx)»-! * 



( x" 
(ü4-l— 



max 



m— 1 



(ü + l— in)b ' (n+1— iii)(n+2— m) 



m — 1) ax"-« 



+ 



in(m — 1) 



11 + 2 — m)(Q + 3 — m) ' (n + 1 — m) 

) ' 



etc. 



+ 3 — mXü+4 — m) ^'^'J (a + bx)»-i * 

l gilt nur dann, wenn n mindestens um 
ist. 



§. 28. 
Sx 

x"n(a 4- bx)" 



A 



1 



■a + bx\ 



(a + bx)» ~ ~ Väb 3b* ilbsy (a -f bx)4 ' 

(a + bx)« VSb 6bä äÖb» J (a + bx)» ' 

(a + bx)-~ l.(n— 3)b + (n—SXa— 2) + (n— 3) * 
la« ^ 1 

= (n— 2Xn— 1) J (a + bx)"-» * 

(a + bx)«~V2l» 2b» h*J (a + bx) b* 

logBt (a + bx). 

7(8 + bx>* V. b b3 2b'»^ (a + bx)« b* 

logat (a 4* bx). 

/ • xa^x _ /^ 3axg 9a»x llfi^ 1 
(a + Kx)« ~" V b« 2b» + 6b«y (a + bx)* 

1 

(a bx)» V b "*■ 2b« b« ■*'4b*^(a+bx)** 
(a + bx)« ~~ V2b 2b« 4b» 20b*y (a+ bx)»' 

y * x»3x / • x^ 3axg 
(a + bx)" ~ V(n — 4) b (n — 4) (ii _ 3) b* 

3 . 2a2x . * 3.2.1.a3 >^ 

+. (o— 4)(n— 3)(ii— 2)b» (a-4Xn~3)(a— 2)(D-l)>f 

1 

(a + bx)"-*" 

y ' x^gx /'x* _ 2ax3 2a»x« 4a*^ 1 
(a4-bx)«"~Väk äbS""*" b» b»"J (a+bx) 

4a» 

— 1^ lognt (a + bx). 

(a + bx;» '~ V2b b» ~5*~ "** ~h*J (a + bx)* 

6a«, 
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(a + bx)4"~\.b b» b* äbä"J 

y* x*8x __ /'4ax« Qa«!« 22a»x 25a« ^ 
(a + bx)» — V b2 b3 3b4 i2b» J 

(M^+b-»^'«»^('' + ''^> 

y'__x*dx___ /^x* 2ax» 2a«xg a^x a* '\ 
(a + bx)« ~~ VF b« . b« b« "''SbäJ 

(a+.bx)»' 

y * x^Jx X* 4ax3 4 . 
(a + bx)« '~~ ~ V(n-^)b 5)(n~4)b» "*"ö»^ 
. S-a^x« 4 . 8 . 2 . a»x 

4 . 3 . 2 . 1 a^ 1 

(a— ÖX«— 4)(n— SXn— 2Xo— l)b»>'(a+bx)"-i * 

y(a + bx)" V(o + 1— ni)b m) 

, m(m — Ijax**"« ni(m — 1) 

(a + l — iii)(n + 2— m)(tt + 3 — m; (b + 1 — m) 

(m-2)«-. \ 1 

(ii+2— mXa+3— mXo+4— ») V(a+bx)»-i ' 



Diese Formel gilt nur dann, wenn u mindesteiis um 
2 gröfter ab m iat 

• • • 

8. 28. 

f 





1 


x(a+bx) 


'a 


^ Äx 




X«(a + bx) 




" ix 




x*(a4-bx) 





b»,* ,/V+bx\ 



Jb^ 
asx 

5 
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x*(a + bx) 3ax« + 2a«x» " + 

lognt (i±iif 

L4.__!! »>a b» b« 

^x»(a + bx) 4ax*"*'3a2x» 2^^I^ + ä4x — ä» 

f—±^--_ 1 , b 

y »"(a + bx) (n — Ijax"-! ■•" (^iri^^u":::^ 

- (51155^ «tc. ± logat (i±5f ). 

I 

Der Wechsel der Zeichen erfolgt ganz regelinäfsig. 

yi(a + bx;2 = <a + bx) ~ ^ '"8"* C^^>)' 

/* r 1 _ 2b ^ 1 .2b 

yxa(a + bx;2 — V ax ^J7+hi + ^ 

■ { L . 3b 3b2\ 1 

/ ^ = 1 , 2b 2ba 4b3v 

Jx4(a + bx;a A SS^+äi;iki'-iii-~-^J 

_J_ 4b» ' .i-a + bx^ 

f — ^ ^ öb» 5b» 

yx*(a + bx>i» \ «ü+iS;iJ»-6^.+ 2^ 

* 4.^^ 1 5b* ra + bx\ 
^ a* ^ '»ent - J. 

^ {_ 1 3b b2 b» 

___3b*_6b»\^ 6b» /-a + bx^ 
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y x(a + bx)» V.2a »«^ (« + bx)» a> 

y* Sx 9b ShH\ 1 
x2(a+bx)3~V ax 2a« a» ^ (a + bx)« 

, 3b , /^a 4- bx^ 

/ * 1 . 2b gb« eb]|x>w 

yx3(a + bx)» V 2axa ^ a«x ^ a» ^ a* -/ 

1 6b», ,i^a + bx^ 

r /- 1 . 5b 10b* 15b» 

yx*(a + bx)»~"V 3a] 



3ax» 6a«x« 3a»x a* 



a» y (a + bx)a ^ ä« V x ^ 



y * Sx /• 1^ _b 5b« 5bJ^ 

x»(a-fbx)3 V 4ax4 Sa^x» 4a3xa a*x 

45b* . 15b»x^ '1 löb* + bx ^ 

2a» • a» y (a 4- bx)a «8»«^.""^"/ 

x«(a + bx)» ~~ V. 5ax» 20a«x4 lüa»x» 
Tb» 7b* _ 63b» <_ 21b^x \ 1 216» 
^ 4a«x« ~ ä»x ~ ~2a«~ ~Tl~J (a + bx)« a» 

'»^'(^> ■ 

y * ix b*x«^ 1 1 

x(a + bx)* V,6a 2a» y (a + bx)» a* 

y' ifx __ C_l 22b lÜb2x ' 4b^x« '\ 
xä(a + bx)* ~ V «'"'Bä» a» a* 
1 • ', 4b, ^ i^ a + hx \ 

ör+ta)S + V.— > 

5* 
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y»__*r_^_^ 1_ . 55b» 25b«K 

, 10b«x«^ 1 10b», ,raH-bx^ 

r H ^ /- 1_ _ 5b^ 110b» 

50b*» 20b*x» \ 1 20b» / ^a + bi ^ 

i » fa ^Z" 1 7b ^ 7b» 35b« 

y x5(^a -1- bx/ ^ V 4ax* 12a«x» 4a»x» 4d^x 

385b* 175bOx 35b«xg >w 1 85b« 
Oa» 2a« a' (a + bxj» a» 

I 

f Sx r 1 2b 

y x«(a + bx)* V 5ax» 5a«x* Töa'x» 5ä«i« 

14b* 308b» 140b«x 56byig \ 1 56b* 
a*x Sa« a' a8 ^ (a+bx)» "•"•T 



14ba . 14b» 



gl _ /'25 13bx 7baxg bSx*^ 
x(a + bx)» ~ Vl2a 3a» 2»» a* J 

1. l, ,ra+j«\ 

öT+bi;* - a-^ ^•8"* 



ySx 1 125b GSb^x 35b>x « 

x2(a + bx)» "" V ü I2;i2 5^ 

öb*x»\ 1 . 5b , , /"a + bx^ 

^ "l^S-J (a + bx)* + Sy ^8»t 

y ix _ 1_ . Sb^ , 1^» . 05b*» 
x«(a + bx)»~V 2ax» a«x 4a» a< 

- 105b«x» - 15b»x*^ 1 . 15b» , , ra+bx\ 
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875b3 



f ix _f 1 7b 7b* 
yx*(a + hl)» V Süx» ft»»x« a»x 12a« 

4ü5b*x 245b»x« 35b 6x3^ 1 35b» 



Sa» 2r« a' 

lognt (^^> 



-/(• + bx)* 



y * /• 1 2b Tb« 

x»(a + bx)» V 4ax«"*'8a»x» ita'x» 



14b» 

875b* 910b»x 245b''x'^ 70b^\ 1 



6a» 3a* a*" a* 

70b*, ,/'a+bx\ 



yx«(a + bx)» V 5i«»T 



9b 6b* . 21b» 



20a«x4 5a»x» ^ 5a*x» 

126b* 525b» 546b»x _ 441b^2 126b«x» 
5a*x 2a* a*^ a* 



_126b»x»^ 



bx>« ~ VöÜa 12aa öa^ 2a* 
^ J (a + bx)» a« V X y 



ix _ 1^ _ 137b 77b2x _ 
x«(a + bx)*~~V az 10a» 2a». 



47b 3x2 



27b*x» 6b*x* 



6b4x*\ 1 , 6b, ,/'a + bx^ 

1 . 7b . 959b« . 539b 3i 



^x^a+bx)* V 2ax*'^2d2x"^ 
329b 1891)^x3 21b«x*-\ 1 _ 



SOa»"^ 4a* 

21ba 

a* 
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oo 



y ?x Y 1 



+ 



4b 28b« 1918b3 

lax» Sa^x« 3a3x 15a* 
1078b-^x 1316b^_ 504b«x3 _ Söb^x^^ 1 

. 56b» , /'a + bx \ 

y x»(a + bx)« V 4«i4 4a«x* a»x* a*x 

2877b* i617b5x mb^x^ l^b^x» , 126.b8x^ \ 
10b» ai« a'' a» 9.9 J 

1 126b*, ^i^a+bx^ 

(a + bx)> - "Iiis- »»««t 

y ' 3ba 6b8 

xe(a 4- bx)« ~ V 5ax* 2a«x* ^a'x» a*x» 
42b* 2877b^ 1617b«x 1974byxa 2268b8xa 
a»x 5a»- a'' a* a* 

252b»x4\ 1 . 252b5, /^a + bx\ 

— öT+w» + TH-^^s"' l-nr-> 

Die «Eeducüonsformdii fiir die integrale diese» §, giad: 

y H ^ Jl 

x°>(a + bx)" {m—l)x"^^ (a + bx)«* 

n ' n(n + l) • 



(m— l)(m— S;)(a+bx)'»+i (m — IjCm— 2Xm— 3Xa+bx)°+a 

(m — 1) (m — 2) (m — 3)(ni — 4)(a + bx)'»+3 
B(n+l)(n+2) etc. (p+p— 1) r 

— (m— 2)(iii— 3)etc. (m— px/x™"P(a-f 



4-bx)'H-p* 

Sx l ' 



x"'(a -j- bx)» (o — 1) bx'" (.a + bx)"-» 

j ^ - j "Cm . 

^ (n— l)(n— 2)b2x«'+i(a4-bx)"-» (n^l)(B— 2)(n ' 

.±1) , ' m(m+l) . 

a)b»x"+»(a+bx)»-8 (n— l)(u— 2)(ü— 3)(o-4) • 
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I 
I 

. (m + 2 , m(m-i-l)(m+ . 

I •b4x"H-8(a + bx)"H-4 (n— l)(n — 2)(n— 3)(o— 4) ; 

. 2)(m + 3) , . m(m + l)( ni 

•(n — 5)b»x«H-4(a + bx)»+» ' (n — 1) (n — 2) • 
. +2) etc. (m-t-p— 1) r 8x 
•(b— 8) etc. (n— .p)bPy^'»+P(a+b)»-f " 



§. 29. 

x"5x 



y* x" 
(« + bx«) • 

1 . 2xl/ab \ 

= a / 1, are I MO Ä — / . - I 
2j/ ab V a 4- bx^y 

1 /- a— bx«^ 

■ = c>-^ arc 1 cos s= — - . „ 1 
2|/ ab V a + bx^y 

1 r /« + b»* 

arc ■ ^ 



. "pab 

1 r /a + bx« 

=j7rb"" v^=|/-bi^. 

1 . 2bxa ^ 

1 /" a+bx2\ 

= o / , arcl sec=- t—t | 

2p ab V a — bx»^ 

1 Z' a + bx^-v . 

2|. ab • V 2x|/ab 7 

/' 1 Y \U + x|/ b ^ 

a — bx'^ ~ ab V^a— xj/bJ 

■ 1 ■ . l/a — xl/b 
"=PIb ^"S" 7(a-bx>) 
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1 y(a-bx«) 
1 , — xj/b 

= i lognt (« + bx»). 
(a + bx») 2b ^ ^ 



(a + bx»)~b bJC 



y (a + bx*) 2b 2ba * ^ ^ 

(a + bx*) ~ 3b ba'^b^JCa + bx^)- 
/ (a + bx2) — 4b 2b«-^2b» » 

r X* I r 

y(a + bx«)~5b 3ba'*"b» bV(a+bx«)' 

Ist m eine gerade Zahl, dann wird 
r x^Sx x"~i ax*^* , a^x"*~» 

y (a + bi») (m-l)b (m— 3)b» (in-ö)b» 



dt. 



BDI 

Von den Zdchea + gilt das -b eine g^ 

rade, dagegen das — , wenn ^ eine angerade Zald irt. 

bt m ungerade Zahl» dann wird 
f x^öx a»*~* . ••«•^ ,tj_ 

y(a + bx*j^ (ni-l)b (m-3)b« (m-5)b» 

■ ' yr»°g»t<a + W. 

2b » 
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§. 3p. 



f Sx ^ 1 X 1 

Jx(a + bx») a ^ |/(a + bx») ~ • 

l/(a + bxa) 
lognt ? ' ^ ^ . 



x«(a + bx2)~ ax ajc 



x3 (a + bx*J 2axa a« x 



y öx 1_ b b» /* 
x*(a + bxa)~ 3ax« ä*x äv i 



x*(a + bx*) 



L.J. ■» fWbx«) 

4ax*''"Säiä a» x * 



ix 1 _b ^ _ ^ 

x«(a + bx«) ~" Sö» Sa^x« a»x ä» 



Sx 



(a + bxi») ' 



Ist m eine gerade Zahl, dann wird 
c5x 1 



+ 



x»(a + bxa) (m— l)ax»-i ' (m—3)9flx! 

m 



etc + ^ /— 
'^'^•i -/(a + bx«)- , 



Von den Zeichen gilt -1*9 wenn ^ eine gerade. 



m 



dagegen — ^ vieun eine ungerade Zahl ist 

4 

bt a dne migenule Zahl, dann wird 



6 
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f ix 1 , 

Jx^Ca + bx«) (m — l)ax*-i (m— 3)a«x"-: 



< 'Von den Zdcben.± £eser Fonnel gilt das wenn 
m— 1 . , , j.. 1 



_ — eine ungerade, dagegen das — » wenn —5 — eine ge- 
lade Zahl ist 

S- 31. 

x"3x 



r x"flx 

y(a + bxHF 



«»)• 

fix 1 . i 2cx+b-|/(ba^4ac) l 

y a+bx+aä — ^(ba^c) j2cx+b+j/(ba— 4ac)| 

2 ( 2cx+b— |/(bg— 4ac) ) 

= j/ (b2— 4ac) 2|/c(a+bx+cxa; J* 

y*t " 2 j . 2cx. 
z. = — — — arc < sin c=3 a^, , : 
a + bx + ex« J/(4ac— b*> \ 2|/c(a • 

• -J- bx i- cx*_) 

. 2 ( l/(4ac 

c= ; r- arc } cos = V-t — • 

^(4ac — b«) j 2j/c(a • 



. — b«) i 
= + bx + cx«) j 



f/(4ac — b«) j 2c(a+- 
. /(4ac-^b«) | 

•bx+cx* 

1 ( 4ac 

-7-- — - are } €08 s= ^r— — - . 

|/(4ac— b>) ) 2c(a+ • 



•bx + cx«) 
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2cx 

arc i tii = : — • 

J/ (4ac — b«> I •* J/ (4ac • 



2 ( ^ l/(4ac 

J/ (4ac — b2) I ''"^'^ 2cx • 

2 { 2l/c(a . 

-y-T — - arc < sec = ■ ■■ • 

|/(4ac — b*) I |/(4ac • 

4- bx + cx ^)] I 

1 ( 2l/r(a 

.T71 TT^ i coaec = ' , • 

. + bx + cx») | 

1 ( . (2« . 

arc { suiv 



j/(4ac — b«) I ~~ 2c(a + • 
. + b)» ) 
•bx + cx«)j' 

xöx 1 b 



a + bx + cx^ 2c * ^ T ' 2c 



a + bx + CIL* 

. — r = - — lognt (a + bx + cx») 
a + bx + cx^ c zc^ 

b^ a) r 3x 



+ 



2c* c ( / a + bx 4- cx-^ • 



Ist der Exponent m im Zähler gröfser als dann 
ist vor der lutcgration die gegebene iinächte Fooction durch 
Divistoo in eine ganze und in eine ächte su zerlegen. 



6* 

Digitized by Go ^v,i'- 



44 



§. 32. 



> + bx + at2) * 

/ ' ' öx 1_ xg 
x(a + b'x + ex") ~ 2a a + bx + «• 2ä 

6x 



a + bx + cx* 

Sx 1 b X« 

logDt 



x*(a + bx + cx«) ax 2a« ® a + bx ex» 

■*-V2a* a>ya+bx + cx«- 
x3(a + bx + cx«) 2ax'» "*"a«x V2a» 2aa>r 
a+bx+cx« V2a» Saa^ya+bx+cx» 

f Sx [ ?_4. _^ 

Jx*(a+bx + cx«)— 3Bx»"*'2a«x« Va» a«J 

x""l.£4-iij lognt Tp^^. + V2^ - i:?- 

Sx 



a + bx + cx* * 



(a + bx + cx2)P * 

y fa _ 2cx + b 2c 

(a+bx+cx^)» (4ac— b^Xa+bx+cx^) (4ac— b») 



+ bx ex» * 
( 1 



a+bx-j 



f = 1 

J (a + t)x + ex«)» |2(a + 



bx + cxi»)2 (4ac — b«) 

+ — — —\ kcx + b! + ^* 
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(ax* + bx'+»)P (p — 1) na (ax' + bx'+")P-^i 

(m+n— pr— np + 1 r x^-^öx 

(p - l)na J (ax' + bx'+»>P-i * 

1 



x^Cax' + bx'+")P (p — l)nax'"+'-Hax' + bx'+")P-» 

m — n+pr+np— 1 

■ (p— l)aa yx'»+'(ax'+bx'+")P-i ' 

9x ^ 1 

x"'(ax'+bx'-*-")P (»B+P'' - ljax'"+'-i(ax'+bx'+»JP-* 

' ~~ . (m+pr— l)a J x'-'-Cax' +bx'+»)P * 

x»+l(ax'+bx^+») . pnb 

x»ix(ax'+te'+*)P == \ ^ , . 1 

^. + + 1 .m + pr 4-1 

y^m+r+n^j^^ax'^ bx'+'")P-*. 

.-ix(«'+bxr+»)P=. 

(m+pr— Il+l)a /^m-qAx/-avr+bx'+n^P. 

• -On+pr+np+DbJ^ 5x(ax +bx 
yx-'ix(ax^+bx^+-) P = „+p,4.Bp+i + 



15 ♦ 



(n»_pr_ l)a J x»—^"* 

y X» ^" + bx^)f ^ (n, _ p, _np _ l)x— * 

Vm. ^^.^y^^, 

m— pr — op — IJnP^-'^ ^ 
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x-(c+dx)j/(a+bx)* 



y* Sx _ 1^ 1* Sx 

x(c + di)|/(a + bx) ^ cyxj/(a + bx) 



d 
c 

dx 



(c+dx)|/(a+bx) • 



x«(c+ dx)j/(a4-bx) "~ cjx^yii + bx) c« 

xj/ (a4- bx) ^ y (c+di)j/(a+bx) " 

yx»(6+dx)f/(a+bx) x»j/(a+bx) 7 x«>/(a+bx> 



c»yx)/(a+bx) c»y(c+dx)}/(i 



a+bx) • 



x>n(c+dx) j/(a+l>x) c/x^j/Ca+bx) 'c*Jx'^~^y (a+bx) 
• c«yi»ra^(a + bx) ± c* y xj/(a + bx) 



T-d'» r dx 
+ 



«^y( 



c+dx)f/(a+bx)* 



y*J «X 1 / * fa 
x'»(c4- <ix)J/ (a + bx + yxa> ~ cjx''y'i» + bx'i-yx^) 
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/ • . d« ix 

etc. + f— ^ X ^ 



y(c+dx)l/(a^ 



(c+dx)J/(a+bx+yx2>* 



S. 101. 



c+dx)|, (a+bx«)' 



y ^x 1 , (ad — bcx 

(cf diO>/(a+bx«) — ^ |/(ada+bca) ( 1 i 

rf . + F (a + bx») (ad^ + bc2)) ^ 1 

i. ad — bcx ) 



(c + dx)j/(a + bx») — 

(c+dx)|/(a+bx«)* 

y]|^ x*^]c £ r x8x p ix 

(«-H»)|/(a+bxa) ~~ dyj/Ca+bx«) "~ d^y^Ca+bx«) 

. d»y(c+dx)j/(a+bxa)* 

yx^<5x _ 1 /• x«3x ^ / * x3x 

(c+dx)^^(a+bxa) "~ J/ (a+bx»> *^ d«y|/(a+bx*) 



^ d V |/(a+bxa) d»y (c+dx)|/( 



a+bx*) • 



y (c+dx)|/<a+bxa> d y j/(a+bx2) d« y |/(a+bx2) 



y|/(a+bx2) :t IS'yj/Ca+bxa) 

r dx 

y(c+di5F( 



+ dS 



c+dxy (a+bx») • 
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$. 103. 



y* ix 
(c+dx)j/( 



(c4-dx)j/(a-hbx2)" 

«X 1 r 



y» ix _ 1 i * 

x2(c + dx)l/(a + bx2> c/xVCa + bx«) 

x|/(a+bx2)+cV0 



•i* i{x 1 f Sx 

Jx\c + dx)y(^ + hx^) cyx'l/Ca + bx«) c* 

xY(a+ bx*; c»y xV'(a H- bx«) c» 

/» 8x 
(c+dxy(a+bxa)- 

y« " 8x ' 1 /* öx jd_ 

x-(c + dx)]/(a + bx») ~ cjx"y(» + i».*y ■ c* 



x'^ij/Ca+bx*)'^ (fijx 



y *' ix — d^ f Ö X 
xj/(a+bx»> + p=y(c+dx)J/(«+b»»): 

' §. 103. 

* 

» ♦ 

(c+dx)|/(a+bx+yx'^) • 
ad* — bcd + yc* ~ f*. gesetzt . 

J(c+ dx)^(a + bx + yx») f^T^Tj e* 
. 4-(bd — 2yc)x + Vfi.|/(a + bx+yx2)) 1__ 

•+dx ( l^-l» 

l 2ad — bc+(bJ — 2yc)x ) 
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(c+dx)j/(a+bx+yx2)- 
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J(c + dx)j/(a + bx + yX») ~ dy^^(a + bx + yx«) 
V/(a+bx+yx») + y (c+dxy (a+bx+yx2) ' 

7(0 + dx)J/ (a + bx + yx«) ~ d / ]/ (a + bx + yx«) 

1/ (a+bx+yx^; + d3 y |/ (a+bx+^ ^ ± 
jx r S% 

j/(a +bx+yx2) d^ y (c+dx)j. (a+bx+yx^) * 
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dx 

[c+dx)l/(a+bx + yx«) 

§. 100 auwendbär. 



^fi' J *x''(( ■ ' . 1^ , . — «od die tVinndo 



§. 104. 
x"*x 



y(c+dx3)j/(a+bx2) • 

y^c-J- dx2)|/(a+bx2) ~ j/(bc2 — acd) 
bx«) + xy^(hc» — acd) ) ^ 




• + Ux2) f ^(acd — bc2) 

»r. L — x]/(ac.l — bcg) i 

c>/(a+bx--» 



• + bx«) — . )/(ad» — bcd) j ^ 1 
^dx«) ) ^(bcd — ad«) 



arc L - dl/ (a + bx^) 
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(c-|-dx«y(a+bx«) ~ d y f/(a+ bx») d* J l/(a+bx») 



2 /• 



(c+dxy(a+bx«) • 



y * x»jx 1 r x*8x P x8x ' 
(c+dx2)|^(a+bx«> "~ d y j7(ä+bl2) d» ^ |/ (a+bx«) 



, c* f xdx 

"^d^yCc+dx^j/Ca+bx«)* 
etc. 



S. 105. 

»"»ixl/Ca+bx«) 



(c+dx«) 



/ jxl/ (a + bxä) _ b t 8x > f ^ 

(c+dx«) — d y f/(a + bx>) V* 

y» Sx 
(c+dx*)j/(a+bx*)' 

fx9x)/(i -h bx«) b / » xdx . _ 5f ^ 

y (c+dx«) -* <iyj/(a + bx*) V* d>^ 

y xgx 
(C+dxa;|/(a+bx2)* 

/ x*Jxy/^(a + bx^) b /* x^gx t /^l 
(c + dx*) Sy |/ (a + bx«) Vd d»^ 

p(ä+bx*> Vd d2"/y(c+dx*)J^(a+bx«y 
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/x83x|/(a + bxg) _ b p x^H * _ 
(c+dx«) dy|/(a+bx*) Vd d«>f 

j/(a+ta») V d ~ d» (c+dx«y(a+bx«)* 

(c + dx2) dyj/(a + bx2) Vd day 

yj/(a+bx«) Vd« d3 >7|/(a+bx«) **" Vd» 

_bc»\ / * fa 



ete. 



Integrale 

von AUrerentialfonneln ) lUe ans algebnüadira 
and traDscendenten Functionen ziuammen- 

gesetzt sind. 

Y5x 



logiit>X* 

T und X stellen dgebraische Fiiiictioiie& der verSader- 

U^ea Gro&e x Tor« 

I 1 X . logntx , , lognt^x lognt^x 

= log logat X + + i . + i . 

+ *-i.Tä*4***- 

. — j-iogiogntj — r- +4--n2 — irxä 

lognt- 

lognt *x 



/•x"Jx / * g(x'°+') t 
lognt x ~y logat (x"'+ 1) ~jHat s 
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logot »X 2 lognt«* £)ogntx 2 
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y logot "x™ (n— 1) lognt"-' X (a— l)(u— 2)lognt"-*x 

, (lD+l)''x-H-i (m . 

(n_l)(n— 2)(n-3jlogut"-3i (n— l)(n— 2) • 

: (n— 3; etc. 3.2.1 lognt x (n-l)(n-2)(ii-3)etcö.SU 

X™ÄX 



lognt X 

y logfit X ~" <m + 1) j/logat X I (2m + 2) lognt x 

1.3 



{ (2m + 2) lognt x } « ^ { (2m+ 2) lognt 
x^Äx x^+f i . 



1.3.5 ) 
f 2) lognt X} 



l + 



//, A . . ,x /. 1?* (2m + 2) lognt X 
j/logDt- (m + 1) ^lognt - 5 V -r y b 

, 1.3 • ■ 1.3.5 1 

.. .. "T K2m+S^lflg«ti^j*'*"K2m+2>^gut'»jä '" j; 

Y3x •• Yx ' • ■ ■ •■ •' Tx 

Ipgnt fx ~~ (n—l) lognt !»-ix ~~ (o— iXn— 2)logBt'»-«x 

Y!;x_jv/'. S . (Yx) 

■ etc. Y» = 1 



(n— i;^n— 2Xn— 3) lognt — 3x ix 
■ '..,y...=i^i2^. etc. 



S. 107. 

Ydx 



lognt «x = ^-I^lopnt"+»x. ^ 
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logot H =Ä — pj jlognt 2x — --q-| logat x 

" , 2 1 ) ' 
: . 3-2 , 3.2.1 ) 

y* x"+i ( n 

yiogat PxJx = (— 1)P 1 . 2 . 3 p 4 etc. px |l — logot x' 

' , lognfx lognt 3x (— 1)p lognt Px ) 
+ nrT 17273 ^^'^^ 1.2.3etc.iij 

yi«»-! lognt Pxäx=: 1 . 2. 3 .4 etc. p |l — m lognt x 

( — l)PinP ) 
+ iognfx-^ logatBxetc j^;^3^IogntPxj. 

piSx lognt »x SÄ Y' ^at °x — nY" logot «-ix + D(a 

'Y»5x , 



etc* 



^x 1 . . a + . X . bx2 
^ »ogat X = H »og«t X . Ivgat — 1 + ^ 

+ — : — etc. 



logat X = 'ognt X • lognt (a+bx) — logat ^b« 

a a» a* 

+ bii aSpi» + 3*b*x» 4«b»x* 

16* 
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/"^^ logat (a + bx> = 1^ log«t (. + bx> - ^ 

yVfc lognt X =r logt xyVdx - jf 
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logota' 



a*Xjx. 



«F"«x=3 



pxdx = ,-"-11- - 



mlognta* 

'ognt a lögnt*ä * 
a«x» 2a«x \ 2.1a« 



^x*dx=-i^ - + 

^ lognt a lognt lognt ^a * 

A«x-«x _ 4. n(n — l)a^x°-» 

J lognt a logat «a ^ logat »a 

n(n— 2)a«x— a n(n— l)(n— 2)etc.2.1a« 
lognt «a logat •+ia 

Z:».,^- _ (— 1 . 2 . 3 etc. n (, , , . x« 
* (logat a)»+i jl-» Bogota + ^ 
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/a^dx__. , X lognt a , lognt *a , x' lognt 

- logntx + — -f. ^ 2.2 1.2.3.3 

lognt *a 
**■ 1.2.3.4.4 

y_=-- + losnta.y— . 

y X» ~ 2.1.x "** 2.1 y X • 

i^fe lognt a 



X» (n— l)x»-» (n — l)(a — 2)x"-» 

a« lognt 2a , a* 

eta->— 



(a— iXn — 2Xii— 3)x«-» - (n— iX»— 2) • 

, lognt *-*a lo gnt *~*a 

, '(n— 3) etc. 3.2. Ix (a—lX»— 2)(n— 3) etc. 3.2. 1 

/^»dx _ 'a« ( 1 1 . 1.3 

y "px yx {lognt a 2x lognt «a *** .2«x» logat »a 



. 1.3.5 ^ ) 
+ 2»x» lognt *a ^ j* 



/a»3x _ a« {2x S^x'» lognt a 2»x» lognt ''a 
pT^f^jr na 1.3.5 



2*x* lognt *a ^ , 

1.3.5.? 



1— X ((i ~x) lognt a (1 — x)> lognt 'a 

l.S 1.2.8 



+ 



(1 — ■'x)3 lognt (1 — x)4 lognt *a 

I lSt.8.4 ) 
^ (l — x)» lognt 



y;-x-dx = yi-d. |i + + 



n^x^ lognt 



, tt^j^a lognt *x , ) 

+ 1.2.8 
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A^iPa = (—l)» 1.2.2 '8 

--"17273 r:2TO**'^*'''l.2.3etc.pf 
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. e = ^7182818 etc. 



m COS nx + n «ö M ^mx 



msianx — ncosnx 



1.2 



e""ainx(msiD X— 2cosx) ^. 

e"* (m cos X + 2sinx) 
e-« CO» x«x =— m2 ^ 1 , ■ •• 



e™* cosx (mco8X-|-2mnx) 

*XÄX Ä ' — — .r-i~Ä '. r 



1.2 
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in« + n« ma+n^ 



^mx 11-2 Jx. 



/•.„^ „ . €™*co8'*""^x(iiicosx + nBiiix) , n(n — 1) 
e'ö«.cos "^.(Jx — ^„ — S ^ + -Vi — s 



§. 110. 



xP siü nx5x == "^a" ~ '^^^ — ^ ^ ~ 
cos nxSx — (p cos ax + nx nx) — 



xP"* cos nxfe. 



y» ' j ' ^ l)p.l,2. 3 .4 etc. 
x2p4-iqo3mxdx~ — x2P+i.8iimix+^^ o^ju^ l 



J cos mx sin (mxj . — -— ' 



.etc(2i> + l) ( . . . V . 1 . . a.-rf] 

1:,.^. - ' . 2p+2 



J ' ' m ' m* 

. y \ i— '^T l . .2 . 3 . 4 etc. (2p + 2) ( . • 

( • - ■ 1 . i. A\ 

f ■ m ix 
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lx*P sia flutöx = ~ i-"- ui cos nu 

— — sm mx — ; — \ . 
m «z j 

^ ~ 1.2 1.2.3.4 *~ 1.2ete.6 ^ 

A««m*rxJx^ ^ l'2.3.4etc(2p^l).2p 
J pä ' (a+2»)(a+4«)(a+6*)etc {a+(2p)«} 



{ 



1 1 . 2 . 3 . 4 etc 



*" = PS • (a+l«)(a + 3»)(a + 5«)ete. ' 

' . (2p+l) I 1 i,W)\ - 



in den zwd letzten Formeln ist 



^, , , asin^x j a(a+22).sm*x , 8(a+2aXa+42) 

dn ^x ^ 
* "TT" 

* • _L a(a+l^) . . . a(a+ia)(a-f-3*) . , ^ 

■ a(a+ia)(a + 3«) etc. {a + (2p-l)«{ 

2.3.4 etc. 2p(2p + iJ ■« j. 

S. IIL 

j (a b cos x)** * 

1 b+acoix "\ • 

a+bcosx J^(a^— .b^j V . a+bcos3L/' 

_ i . ( b + a €08 X + > 
a+bcosx~|/(ba— a») ^ \ a+ • 

,«nx.|/(b» — a«) 



b cos X 
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/ sin xix 1 . 

y iTFbl^ = - b '"8«t (a + b CÖ8 x> 

P COS x5x X a /• 8x 

J dL+b cosx~h h J^ + bi 



cos X 



r ^ 1 bsinx r 8^ \ 

J (a+b €08 x)Ä (a^— b«) Va+b co5 x 7 a+b cos x 

€08 xdx 1 a sin x , f Sx \ 

(a+b C08 x)« ~ {^^—h^) Va+b cos x ~ J a+b co;^ xJ ' 

cos xix a sin X 

(a + b cos x)» (n — 1) (a« — b^) (a+b cos x)°-i 

_ 1 r {n — l)b — (g — 2)a cosx 

l)(aa_ba) J ~ (a+bcosx)»"i 
5x — b sin X 

(a + bco8x)» ~ — 1) (a» — b2 ) (a + b cos x)«»'« 



+ 0 



1 /'( (n— l)a— .(n— 2)bco8x ) 



§. 112. 



f Ji r 

y a + bcosx+ccosäx' 



. arc 



a + bcosx+ccosäx' j a + bcosx + ccosäx* 

f = _ t ji 1 

Ja+ bcoflix + cco82x ^ |ii mj j/(/Sa — 4ay) 

m+n + (m— n)co8x( ^*(n^mjill^ 
( 2{a~y)smx ) 

I m — a+(in4>n) cos zj* 

y toaxSx i jl , 1 

a + b CO«! + c cosSx ^ |n mt — 4ay) 

jtg = - ^) • M - 1 )1 - 11 _I_ 

I m+n+(m — n)cbsx| nm mi a — y 

tg = ^ ^ \ 

m — Q + (m+n) cos xi 

Für die vorstehenden Formeln ist 

a+b+c=m2; a— b+c=na; /J«— 4«y=4(m— n)«— c; 

y)2 = J (m + n)a — 2c- 
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ix 4c p H I 4c 

a-f b cos X + c cos 2x Jb + ^+^cco$x A 

y fa, 
b — A + ^ c cosx' 

Äx b + ^r fa b — 

a+bco»x+ccos2x~ 2* Jh + J + ActOBX A 

b — ^ + 4c cos X * 

^ = )/jb* — 8c(a — c)}. 

» 

§. 113. 



IX. 



X soll eine algebraische Functioo von x und ^ anen 
Bogen darstdlea, für welchen eine trigonometrische Lame 
als Function von x besteht 



=x)} arc (sin SS x) + i x«. 

fy^X-x*) X) = - (i X« + I) -X«) 

. arc(sm = x)4-ix' + i*' 

x^x . arc (sin = x) , - , l^t 

^/(i-x«)» = = TTn:^ + ^ ^q:^. 
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/rFi» «c (tg = X) = 4 {arc (tg = x)}^ 
arc (tg x) ^ m+1 ~ 

fl^jfl arc(cotg = 3 



x^Sx arc (cotg = 3^) =^ j^q-^ arc (cotg = x) + ^qrj 



jn + 1 



/v 



^+i(JX 



; arc (sia? = x) — i {arc (sin = x{*. 

j/(2x— X») ^ J \ » 

X Jx arc (sin = x) = arc (sin =^ V / — J y{l 

Xdx arc (cos = x) acc (cos — x) JXix ± Jy(iIZ^ 
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yX4xaic(tgr=x) = arc(tg = x)yk«x^ , 
y3Wxtic(cotg = x) = arc(cotg=:x)yXJx+ J-j^^. 
yxaxarc(.ec = x) = .«:(««=x)y2Mx_ f^'^^. 

yXix arc («iov=x) = arc (Mnv=x) /xfa— f ^^^^ 
J J|/(2x — x*/ 

Integrale zwischen Grenzen. 

/» ix _ ff 

/'• xS\ 

/ * xaPfa _ 1.3.5.7 etc. (2p— 3)(2p—l) » 
)/Ca2 — x*> 2.4.6.8 etc. (2p — 1)2^ •'«l- 

/•_x»P+ifa_ _ 2.4.6.8 et c. (2 p— 2)2p 
J/ (a2 — x2) — 3 . 5 . 7 . Ö etcTCip— l)(2p+l) * * 

Axj/(a»--xa) = a2,|. 
y**x«x/(a«-x2) = ^. 
y** i«Äx^(a«~x2)=^l.a«.|. 
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rx^xl/u^ - X«) - ^ 3 . 5 7 etc. (2p-3X2p-l) 
J '^^ ''^4.ti.8.10etc. 2p(2p + 2) 



:p(2p + 2) 

4 



A«P+iöxi/ V-x*) = 2.4.6.8 etc. (2p-2)8p 
7 5.7.9.11 etc. (2p + 1)(2H^ 

7 "7 ^ » 2 . 4 . 6 . 8 «tc. (a— 1)0»+1> 



2* 



/*xap+i5xl/(a2— x2)» = 2.4.6.8ete. ^ ' 
(u+4)(n+6)(n+8) etc. (a+2p+2)' 



0+2 



/VpÄxl/ra»— X«)* — 1.8.5.7«tc.(2p— l)aag 
(D+3Xü+5Xn+7) etc. (a+2p+l) 

y &j/(aa-.x«). 



§. 115. 



/>c"»dxj/(l— X"), 

r> fx « 
,/ j/(l_x«)-2- 

p(nri^ = arc(«n = a). 

/* _ 1 . 8 . 5 . 7 etc. (8p~l) « 

|/(1— x») 2.4.6.Öetc2p 'l* i 

/> x»P+'fa ^ 2.4. 6. 8 etc. (2 p) 1 
|/(1 — x»> 1.3.5.7etc <2p— l)*2p+l' 
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|/(I-x*>-J ^(l_x*)-2(p+l)-2' 
^(1 — x'») 



. 75 

Sin — 
n 



fa' p 



/i_xPix_ ri xP+° Jx 1 9e 

/i__dx__ x°dx _ 1 ^ 

IT = / x'^-^^-i&j/a 

— X") 0*/ 



n sin — 
n 



§. 116. 

/'_XÄx_ 

e =s 2,7182818 etc. 

9x Ä 
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/ " Sx _n 

-(2r)"+ij. 



+ P 



cos -r-^ , -r^ 



r— tg 



^1.2.3.4.5^ J 
— «in a j— 0,5772157 — lognt « + i . 

■ — A «* ctc 

~*-1.2.3.4.5***^j' 
+ CM « f— 0,5772X57— logat«+4 . ^ 
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' — i je-«+ e«| j— ,0,5772157+logut a 



• 1.2.3.4.5 



+ ^ je-«~ e«| |— 0^772157 + lognt a 



Sil 

J 1 + 



^ _ , a^Jt« Sa« 

cos bx , 7C _^ 



l + a«x« 2a 



S. U7. 

9 



e =: Sy718281&etc9 z und w Fuoctioaeii Ton x. 
x]p€r«& Ä 1 • 2 . 3 . 4 etc. p . • 
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J 1 . iX 



/ I 



e-«' cos bxdx = 4 e~C 1 /- . 



" etc. 



X.3.5.7 

/* xre-«' / 1.3.5.7 etc. (2p — 1) 

..f cos bxdx / 3s^ 

• . |/x . '-rl/'' 2b*- • • 

/•sinbxÄx / n; '• . _ 

yTco« (na«) CMUXÄX == i jcos + ^ 



/ 

I 




» m Ut positiv. 
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(ca)T 
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6 



..1 



♦ ■ 17278 ^^'^ 



• ♦•1.2.3 



1 



; « 



Y'e-«« ^ = _ 0,5772157— log0t aa + ^ -• 4 -yy 

» 'OT5 ***** *~'*'» " = 

J' jf+t logatx = - 0»S772157 - lognt (« lognt a) 
• g lognt a (c lognt. a)* , , (« lognt a)» 



♦ . 



'y.i ■ I 

I 
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.-• .. .. . l ULQ, 



b r « i * ^ > 



COS xdx« 



z .eine £uact|ofi von x. 



/ 

' . - 1 • • • 

I 

« • ' 

/*r. 2.4. 6. J 



9r 



I« 



sin ^Px9x =1 I m ^Px8x 
_ 1.3. 5. 7 etc. (2p — 1) TS 




cos 2Pxdx = <Ä 



cos fcP+i^XÄ 0. . 



/ 
f 



9C 

a ^ , 1 .3 .5etc (2p— 1) 7t 



2.4.6etc,2p a* 



l,a.5tetc.<2p— 1) « ' , 1 



I 




/ COS mx sin ^Pxdx c=c: 0. . 

18* 



Google 



l)2p 

•etc. J(2p)a— m^J* 

ff 

/• . -» , ^ "'»^ 1.2.3.4 . 

.ete.(2p — l)2p 



• (4* — m2) etc. I (^)* — m« } 

niTi; 1.2.3.4 etc. 



cos cos = cos . (i«_„«)(3»^ : 

. 2p(2p + l) • • 

•in»)cte. {(2p + l)»— m*! * 



■ . »^•*gtc.2p(2p + l) 

• m^XÖ* — m2) etc- {(2p + 1)« —m« } * 



2 " ■/ • N ; nU . 1.2.3.4etc. 

cpsmx SU. .P.5.= - «u.-^ » (2^_„.)^4._^.) : 

.(2p - l)2p. , ' 



J 



ä 



'etc. |(2p)* — m2}* 

.«« «a«?x& « - jl_N cos . pj-^^ : 
. ■ . etc.(2p~l>2fl 

«. • . ' - 

/• • «.j.. . (t . N' . m«) 1.2.3.4. 

.etc. 2p(2p+ 1) • • 



/ ** 



«mniKiai *p+ix8x i=: cos . -y^— — . 

m 2 (1* — ia*)(o' 

.2p(2p'+l) V,- , \ 

I 
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Fit letslent Caddimged itt . 

V X,^ 1.2.$,4 f 1.2.3.4.5.6 ^ 
i' ' m^(2^—m^) etc. f( 2p — 2)ar-in«| 

1.2.3.4etc:(2p— l)2p - 
m« m - ( 12 — m«) _ m2(ia— il»»)(3*— mS) etc . 
1 1.2.3 I.2.8.4.5cte • 

• .{(2 p~l)^-^m''^ \ 

' •2p(2p+i) * " •' 

■ |7ä • (a+22)(a+4*) etc. {a+(2p)2 } 



N' 



/ 



e-V «a *P+ixa^ (a+Pj(a-H3^)etc.^a+(2p+l)''j : 
* , M 1.2.8.4etc.(2p+l)2p . 
" ,"'fa'(a+2=»Xa+4*)etc.{a+(2p)a}.: 

M' 1.2 .3.4etc. 2p(2p-|-i) 



tf^^ cos xSx = — , ^ - . 

a + !• • ' 



-m 4. • * 



4 • — ,S 



/ 

Für die TonteheodeD CSifattngtt: ist < ^ ' 

^ = xj/a. " 

M lu. . «(a+2«) a(a4-2»)(a+4a)(a4- . 
M^l + j-^ + ^^^^ etc 1.2.3.4etc; 

. 6«)etc<a+(2p+2)a) 

- -(2p— l)2p 
„, a . a(a + l«) , . Va-H*Xa+8*) (a +5'') ctc . 
■'==1+ 1.2.3 + ~ rr2.3.4 etc.- 

:2p(2p + l) • 

/• . 1.2,3etc.(n— 1) 
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x»-ie-** CM laix = • ^ 



e^cosbxdx = 



a% + b» 



•VI < ! 



r— — COS bx Jx = -i lognt - ^ . ■ '^^ . 

X f • b* + it* 



fiin bxdx =arc l ig = . , / I. 

X ' « 



9. 119. 



♦ ' . - . * ■ . • f ,f I /. 





/ X log zöx. 



*iogni •(! + a'» +2aco8 X) a? = O^ffir »<+ 1, , 
' lognt (1 + af 4" 2a <ios x) dx n lognt für a>-h 1. 
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lognt (1 — cos 

/^lognt mh zdx s= 

/* lognt sig X . r\ — a*\ 

1 + aa + 2aeoix r? F^T^ '''«^^ V~2~ ) 

f jir a<+L 

t lognt sin X ^ , . i^a2 _ 1\ 



■. a ist potiti?. 

^ 1 + zacos ax + a- 

4 ^08kxkgiit(]i-i4 2awiiac+a2)dz»s>a kimdir 

♦ . " - «i«d 2w^ be&bige Zahlen. 

^ coÄ Ax lognt (1 + 2a co». x + 3^2^^^ — 2» (— 



^ für a2>L 



a 



— 1)^1 • - j für aa<l. 
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yMxarc(tg===x) = «re(tg = x)/xdx- /t^* 
yMxarc(cotg=:x) = aie (cotg = i) /xdx + J^^- 



Jxäx «c (eec = X) = fac (see =:x)JxSx — y* 

y2Mxarc(cogecÄx)=aic(co«ec=x) /xdx+ ^ ^^/'^fa 
J yxj^(xa — 1) 

yktfx atc (.mv=x) = arc («nv^x) j^Mx—f^^^^. 



Integrale zwischen Graizen. 



§. 114. 



/' 

J — 3 

x«P fa _ 1.8.5.7 etc. (2p— 3)(2p—l) ,, « 
o/ y(afl—x»y ~ 3.5.7.üetc (2|i— lX2p+l) 

~ X«) = a« , I . 

A5xj/(a« — x») = ^. . . 



x83r 2 , 



2.4.6.8 etc. (2p — 2)2p 
• x»P+»«x 2.4.6.8etc.(2p— 2)2p 
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2 a» 



y* • rv 4 . 6 . 8 . lü etc. 2f + 2) 



.a^P+a.". 

4 



7 5.7.9.11 etc. (2p+lX:ip+i 



J X ^ 2 . 4 . 6 . 8 etc. (n— l)(n+l) 



r"xaH-iÄxl/raa— x2i» = 2 .4.6>8 etc. 2p 

J * (a+4Xa+6)(a+8) etc. (n+ 



+2^+2)- 



A*Pix|/(a»-x»)- ^ 1.8.5.7 etc. C2 p-l)aa^ 
J ' («»+3)(n+5Xn+7) etc. (a+2p+l) 



X*). 



/x»*x|/(l— x«). 



7C 



/(I_x«)"~2' 
p^j^3^=arc(«o==a). 

/> x«>te _ 1.8.5.7etc.(2p— 1) » 
1/(1— xa>~2.4.6.8etc2p 'S* 



> »*H-ijx _ 2.4.6.8etc.(2p) 1_- 

^(1 — x»>~ 1.3.5. 7«te. (2p — 1) • %»-(-l ' 
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tx ^ n 
1/^(1 ain- 



n 



i** ' p 

xy^(— l+.xP) sin" 



/i xPöx /»J xP+»^x 1 « 

3x : 



X'^ÖX 1 TU 



7t 



. mTt 
n sm — 
n 



5 tut D> m — L 



§. 116. 

/'_xäx_ 
, 1 + X-- 
e = 2,7182818 etc. 

^ St _ » 
l + x»^4* 



./ 

l + x»--4 
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_j = ,K (« = .). 

— (2r)"'+i}. 



• n t=^ ' i 

1 



J x-'+P+l J x-+f+l m+P 



m — p 96 

cos -r— . ^ 



.■,»+P_i ' • — sq:^ ^ m + p ' 2 • 

/ x°H-P — 1 ^ ~ m + p ^m~-Fp'2' 



/ 



— BW a j— 0,5772157 — lognt « + i • 



«* 
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+ CM « |— 0,5772157— Iogata+4 . ^ 
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i** eM«x , n m 

' _ i le-«+ e«| f— 0,5772157+lognt 



172737475 



+ ij«""— «"||— 0^772157 + lognt 



+ Ij7ä + i- 1.2.3.4***^'- 



§. 117. 



zwjx. 



e = 2)7 182818. s und w Fonctionen yon x. 

. 1 



f *^'«* = l-2.3.4etcp.^^^^^. 
/^jtP«-«*x 1 . 2 . 8 . 4 ete. p . . 
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I e~"* COS bidx = ^e~ia "ly/ 
/^xFc-f»'^' A 1.8.5.7etc(2p — 1) 

/^sinbxdx 



l 

r 




cos (m»s) cos nxdx == ^ jcos T + ««• 




/aa (mx») cosnxSx = 4 |cob (^^^ — 

X/oi:» m ist positiv. 
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/*" e-«»4Jx = — 0^772157 — Iftgnt <^ + j -r-i ^ 



e-« ^ = - 0,5772i&7 — iognt «a + y — i . ^ 



k A k. ^ % 
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t (aa)3 

* l.2,d ***** * = +» « = +• 

' ,«+itgnt^ = - 0,5772157 - logat (a lognt a) 

» 

, « lognt a (« lognt a)* (a lognt a)' 
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z ,eme Fancüop von x. 
m ^ndx = 00. 



SIQ = 1. 



2.4.6.8etc.(2p) 



9V 

^ siü «l+l^^ -= |. öin ÄP+ix co(g ^ 5x 

1.3.5.7etc. (2p — 1) « 
2.4.,^.8ete.2p *2' 



cos «Pxdx = 00. 



ff 
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« . 1.3.5etc (2p-i-l) n 



_ 2.4.6etc. (2p) 1 




€08 mx sin ^Px jx t=x= 0. . 
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l)2p 
•etc. K2p)^— 



/2 . 9» 1 l/^KT 1.2.3.4 . 

mV 2J i2\—m^)' 

.etc(2p — l)2p 



• (42 — m2) etc. { — m« } ' 



0*' 



7t 

, - mTT 1.2.3.4 etc. 

cos mx cos 2p+ixöx = cos 



2 • (lÄ_m«)(3ai— 
•?P^?Lti>__JJl_« 
' *in*) ctt.{(2p + 1)*— m*| * 

1.2 



,. ..3.4etc.2p(2p + l) 



•m2)(32 — iu2) etc- {(2p + 1)« — m»^ * 



/» . 
sin 



. .„ V N : 1.2.3.4ete. 

cos mx sio apjt4»= — sin -jr- .-^^ ^-7-?^; =r 

. (2R^ l)2p, , ^ 
'etc. {(2p)2 — m^]" 

mx sin 2rxJx = - J 1 — N cos -5- J . 7^5-^ — ä 

ml 2 j (2*-- m*) 

, .etc. (2p -1) 2p 



• (4* — m«) ^c. l(2p)«-^W»| 



/• . , (, , N* . mn) 1.2.3.4 

cosm jl + _«^_^^^^^^^^ 

. etc^(2p+l) ' 

'(8«— m*)etc j(2p+l)»— m»jA 

• . a.^, ..Lj. N' DiTi 1.2.8.'4etc 

m 2 (1» — ni»)jCö» 
. 2p (2p>H). \ 
•-m«)etcK2p+l)«— m»J- 
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Fit ^' letstonl CaridfugeA ist 



^ _ m« m*f^—m*) m«(2g— in«)(4g— m«) 

1;2.3,4 ' 1.2.3.4.5.6 
' m»(2»— mg)etc. {(2p — 2)a^m2| 

1.2. 3.4 etc. (2p — l)2p - 

1 . 1.2.3 1.2.8.4.öctcl» 

• =sp(2p+i) ■ ' 



/oo 
r 

f 

f 

f 



•»™.«xd.= ' ' 1.3.3 e.. (2p) • 



l^a ■ (a+22)(a+4a) etc. {a+(2p)2 } " 

■ * ' - — 



e r^i w*«=(a+PXa+3a)etcJa+(2p+I)2}: 

^ • - M 1.2.8.4<etc»(2p+l)2p 
- CM «IWX « . (a4.22Xa + 42; etc. { a+ (2p)«} 

«-V«*..»+t^l- Ml l»2.3.4etc2p(2p+l) 

cos xjx = ; . 

a + 1* * > 



QSriisfikBUffä' ist ' — 



« , . . a(a+2«) : a(a+2^^+4a) (a^ . 

+ o + 1.2.3.4 ^ 1.2.3.45^:; 

. 6*)etc.<a + (2p+2)g| 

;f(2p— l)2p 

a . a(a + l«) . . a(a-|-iaX«+8*)(a+5')ctc . 

^r'^ 1.2.3 + ~ 172.3.4 etiüs 

• ^'^ ■ •■' . {a + (2p-l)«} 

•2p(2p + l) 

/• . 1.2.3 etc. (n —1) (/'n'^ „ . . 
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J x"->cr« cot bxdx ^ ^ 



b 

giß l^xdit = • 



f 

/ 

/«e-Kx_e-Px ■ b« + /3a 
r— ■ — COS bxdx = i lognt . . .. . . 



I « * 



119- 



_ -j-- 



1 • 



/* lognt (1 CO« X)'ajss<)t^l5r»<±l. . 

. lognt (1 + + 2a cos x) Öx 9 bgnt a* f iir a>+^l. 



Digitized by Google 



143 



/'f Jögiit (1 x)öx « — « lognt 2i 
lognt (1 — cos x) = — n logpt 2. 

f logntiänzdxas — «logntSL 

/« lognt sin x , « , /a — a«\ 

1 + a» + 2aco.«'*r=r=r^^?'ß»* J 

- ' fwr a<+l. 

lognt sin x «r /"a» — 1\ 

i +.«».+ Sa CM i.^^ r-: V"~2~7 . 

- ' / für a>+l, 

/• ß2 J. fg X 




fi ut porib?« 



Ml 



^ V" 1 +■ 2a cos X 4- a«"'7 Ä ■ 

*«08 kx kgnt (Ii 3&toi m +a2) atn^a fc und « 

- . V ^««1 zw<i beliebige Zahlen« 

tos ix lognt (1 + 2a cos. x + = 2ä (— 

/a« , j ■ * . . . j 

cos Ax lognt (1 + 2a cos x + a^) tfx == 2ä (— 1)^1 
.... 

' • für a^^-L 

, . ^ l+2a cos X + a^ , ^ ( , , a>f 
^ l+8acos«x+a^ = 2» jc-l)"-» • \ 



— (- 1)'-» . jl für aa<l. 
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I ** 1 + 2a cos <a + a« 
® «-k «-»1 ■ 

b den swd letxteo Integnlea irt k s= r«. 



> 



§. 120. 



z • :r-^ . ox. 

1 — acosx 

«« «oiM g^^U fa, a^ij m ^ gjmte und 
!• — acosx l 

' ■ * positive ZahL 



' a>li m «oe^.|fajz? «od powt^ve Ztli^ 

l-acosx '^'^-l/a-a») j « j' 
fveoU' m eine ganze und joateye^ 2aW 

* ^ 

/•» sii 



Lesern Integrale ist 

und positive Zahl, und a nuaieriscli Udner ak L 



1 i ' 



« ■ 1 • • ( 



Digitized by Google 



145 



Nachtrag. 



Za §. 87. 
Zo §. 88. 
Zu §; 89. 

ydxj/(bx + cx«) = G + ^ /(bx + cx*) - g 

j/(bx + a.^) ' 

Zn $. 90. 

yiV(bx+.cx»>=/(bx+cx.) + l fyj^^ . 
Za §. 91. 

|öx/(a+cx«) = I /(a+cx.) + | ^j^^ . 
Za §. 92. 
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Formeln für Linien von einfacher 

Krümmung. 

I 

Allgemeine Ausdrücke 
für die auf krumme Linien sich besiehenden Bögen«, 
: Flächen^ Körper , Winkel und Linien. 

. §. 121. 

Für ein rechtwinkeliges Coordinatensystcm sei die AV- 
seisse eines Panctes einer krommen Linie gleich x und die 
zugehörende Ordinate gleich y. ffiernach ergiebt sidi: 

1) die zu den Coordinaten x und y gehörende Bogeo- 
länge SB * 

2) die von den Cöordinaten y und von • eivge- 

^sdilossene Fläche zu 




8) die darch Drehung der kniffiitiett Linie Ton der 
Länge s um die Absdfisenachse entstehende Mantdfläche zu 

4) die durch Drdiang der krummen Linie Ton der 

Länge 3 um die Ofdinatenackse entdleheade Mantelfläche zo 

0* = 2»yx«s, 

5) der Inhalt des durch Drehung der Fläche f om 
die Absdflsenachie entstehenden Konoids su 
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6) der Inhalt des dnrdi Drehung der Füdie t am 

die Ordioatenachse eutstdiendeo Konoid» zu 



Es sei der Winkel = er, liea die Tangente eines 
Poncles einer knunmen Linie , för weicheo die rechtwinkel- 
igea Coordinaten zu x und y gegeben sind^ mit der Ab- 
soBsenachfle einscbUeb^ dann ist 

(1) *ß«=^| «»««^il'» ••»«=^- 

Der Winkel den die Mormale eines Panctes einer 
Curve mit der zagehorenden Absdssenachse bilde^ ist 

und femer ist der Winkel ß aach jenem gleich , den die 

Tangente mit der zugehörenden Ordinate einschliefst. 

Für irgend duie kromme, auf rechtwinkelige Coordi-. 
naten bezogene Linie ist ferner 

Sy 

(2) Sabnonmle y ^ > 



(3) MoruBle 

(4) Sobtwgente— 

(5) Tangente =7^- 

Es sei der Krummnngshalbmesser eines Panctes einer 

knunmen Lime^ für welchen die rechtwinkeligen Coortlixia- 
ten X und y gegeben sind, gleich fy dann wird 
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_ feto« 

KvolatioB. 
§. 123. 

Die Natur einer als Evolute angenommenen kr 
linie sei dncch eine Gleichung zwischen den rechtwinkcl- 
igen Coordinatea x und y gegeben, foruer seien die mit i 
und y correspondirenden rechtwinkeligen (Toordinaten der 
Evolvente x, und y, , der za deu letztem gehörende KrürnOH 
igshalbmesser der EvoWente , und femer mögen EFolotei 
nnd Evolvente dieselbe Abscissenachse haben, die zugleich 
mit der Tangente des Punctes der Evolute susammenfalltj 
für welchen x a 0 ist 

Bei dieser Voraussetzung wird 

\^ird fiir x = 0 auch 

x, = 0, 

dann ist glrkh der lÄnge des zu den Coordinaten x 
nnd y gehörenden Bogens Für diese Annahme ecgiebt sidi 

sjx 
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Cfloichungen des Kreises« 

Der Badias eines Sjrdses sa r. Zahlt man die lecht- 

winkeligen Coordioaten vom Mittelpuncte desaelbeni dann 
ist dessen Gleidinng 

(1) y=5=:l/(ra — x^»> 

Werden die rechtwinkeligen Coordioaten vom End« 
pimcte anes Dnrchmeasers gezählt » nnd dieser zoglach als 

AbscissenUnie geaommeu^ dann ist die Kreisgleichung 

(2) y = /(2rx-i«). 

Nimmt man ferner den Ursprung der Coordinatoi so^ 
dafs die Abscisse des Krdsmittelpnnctes a, dessen Ordinate 
aber b ist^ dann erhält man die allgemeine Kreisgleichung 
iut rechtwinkdige Coordinaten sa 

(3) y = b±j/{(x-a)«— r«}. 

Der Badius eines Kreispunctes^ dessen rechtwinkelige 
Coordinaten m z nnd y gegeben sein mögen > bilde mit 
der Abscissenachse den Winkel a. Für die Abscisse a und 
für die Qr^nate b des &eismittelpnnctes ergiebt sich non 

[x= a — rcosa, 
ly = b + r sin er. 

(5) Für die Glachung des Kreises 

y = J/(r«-x*) 
ist die au deü Coordinaten x nnd y gehörende Fläche 

(6) Für die Gleichung des Kreises 

ist die JLfäoge des zu x gehörenden Kreisbogens 

^ = r . arc ^ain =^^. 



(4) 



I 
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P a r a b e U 
§. 125, 

Vit dae Parabel sfii die SatfieniuiK d» Braupwides 

vom L^ancte = 2e^ folglich, weoQ der ganze IVameter 
mit p beseichnet wird, 

(1) p = 4e. 

Für reditwinkellge Coordiaaten, deren Ursprang iot 
Sdieitd der Parabel liegt, und wenn die Achse als Ab- 
scissenacbse genommea wird, ergiebt idch & GUdmag 
der Parabel zu 

(2) y = j/4ei^/px. 

Hieraus latet sich ferner ab: 

die Länge des Fahrstriches für den Pimct, dessea 
Coordinaten z and j sind, 

(3) ▼=x + ip, 

(4) tg« = iy^f (§.122No. IX 

(5) Subnormale — ^ p, 

(6) Normale =y(px + ip^)t 

(7) Subtangente = 

(8) Tangente =l/(4xa+px), 
der KrSmmnngshalbmesser 

der Krummungahalbmesser Cur den Scheitel der Pa* 
rabel 

(10) ? = ^p, 
Lange des zn den Coordinaten x nnd y gehören- 
den Parabdbogens 



(U) 
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voa den Coordinaten x und y und vom zugc- 
korenden Bogeo s begrenzte fläche 
(12) f=fxy. 

§. m. • 

Die Gleichung der Parabel f&r irgend einen Diameter 
derselben ist, nämlich dieser als ÄhsciMenachse, «dn 

Dorchschnittspanct mit der Parabel als AnfhngspoDct der 
Abscissen, die Ordinatenacbse aber mit der Tangente eben 
ilieses Dorchichnittspimctes zusammenfällt, 

(1) y = j/px. 

Die vorstehende Gleichung der Parabel geht io die 
Kammer (2) §. 125 angegebene über, wenn der Diameter 
mit der Achse zusammenfallt. Mit BSnsicht auf die Gleich- 
ung (2) §. 125 erhält man 

(2) P = p+4x, 

wenn x die Abscisse des Durdisclunttspunctes des Diameteis 

mit der Parabel bezeichnet 



Ellipse« 
§. 127. 

Für doe Ellipse sei 

die halbe grofiie Achse aa, 
die halbe kleine Achse = b^ 
die halbe Excentridtat =se, und 
der Parameter =p. 

Zufolge dieser Anaahme ist nun 

(1) a« = ba + eS 
2b« 

W P — |/(b2+e«)* 
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Nknflit aHtti die groCie Adue einer EIBpee als Ab- 

idiscDachfte und den Ursprung der rechtwinkeligen Coordi- 
Baten in dem dnen Endponcte derselben an^ dann ist die 

Gldcbung 



=i/0-KX^'-'''> 



etc. 



Zählt man die Abseilen auf der grofsen Achse Tom 
Dnrdischnittspiincte beider Adisen ans, und nimmt die Qr- 

dinaten paraliei der kleinen Achse der Ellipse, dann ist 



=i/o-:4)(--"> 



%. 128. 

JXe cmijiicpitea Diametor eioer Ellipte mogea SA und 

2B und die Winkel, welche sie mit der grofsen AcLse ein- 
^ und jp atäa, Hiemach ist 



b* 

(2) a* + b* = A« + B* 

(3) ^(t-l- y)_ «* + '>*-(a'-b«)co.2» 
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Nimmt man den DarchschnittopmiGt zwder conjugirter 

Diameter als Aofangspunct der Abscissen, einen derselben, 
etwa 2Ay als A-bscissenacbse, dea andern aber als Ordina- 
tenachse an, und bezeichnet die Abscisse eines Pnnctes 
der £Uipse auf 2A mit die Ordinate aber mit 
dann ist 

(4) y=.l/(A»_X^). 



§. 129. 

In den Formeln dieses §• sind die Abscissen vom 
Durcbschntttspnncte der Achsen 2a und 2b gezählt, und 
2a als Absdsseoachse genommen, oder es ist die Gleichung 

y=^/(a«-x») 

zum Grunde gelegt. 

Der Winkel, den die Tangente eines Pnnctes der 

Ellipse mit der Abscisseuachse einschlielkl, sei dann ist 

(1) tg«=-^j/^^,_^,^. 

Die Fabrstriche eines Punctes sind 



(2) 



iV = a + -. 

a 

ex 

v = a . 

a 



Femer ist ^ 

— X« 

(3) Subtangente s= . — , 



(5) Normale — (^^ — ^ . 

|/| a4 — (a^ — b2)x2 |{a^— x»{ 

(6) Tangente = — " 

der Kriimmmngshalbamser ist 

20 



Google 



1<H 

{a4_(a«-l,"-)x^r^ 

(7) ^ = — , 

der Krümmungshalbmesser für den Scheitel der Ellipse auf 

Uer grofsen Achse ist: 

(8; 

der KrüminuQgshalbiiiesser fdr -den Darchdchoittspuact der 
Ueineii Achse mit der Ellipse ist: 

(9) 

6s sei der Wiokel .gleicb @, den die Normale eines 
Punctes einer Ellipse mit der grofsen Achse einschliefst, 
daon hat man für Uea üriimmungshalbmesser dieses Fuactes 

(j = i j, oder 

(a2 cos 2ö + b2 sin ^6)^ 
(10) { _b2 1 



(l--sin«e> 



Die von den Coordluaten x und y und vom zugebö- 
renden Bogen s eingeschlossene Fläche ist dargestellt durch 

(11) f = ^ |/(a2-x2) + Jarc (sin = 

Die Fläche eines EUipsenqnadranten ist 

(12) ^ 

aad die Fläche einer ganzen Ellipse 

(13) ab«. 

I 

§• 130. 

In den Formeln dieses g. ist die Gleichung der Ellipse 
'-nnde gelegt, oder die Abscissen aind vom Durch- 
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schnittspancte der A.chseii 2a uod .2b auf 2a gezählt, di« 
Ordinaten aber parallel zu 2b genommen. 

Pie läoge eines elliptUclien Quadranten ist 

__jraL_lJI. cg 1.1.3.1 * 1.1.3.3.5.1 e« 
W. • 2 I 2.2 • a» — 2.2.4.4 ' a* 2.2.4.4.6.Ö ' a« 

1.1,3.3.5.5 .7.1 e» ) 

. 2.2.4. 4. 6. Ü. 8. 8 " j' 

oder 

/OS « /ra*-f-b«\ (, 1.1 „ 1.1 8.5 . 
(2) '==2l/C— J p-4^^4 ''*--4:4-8:8"* 
1.1 3.6 7.9 . 1.1 8.5 7.9 



4.4*8.8 • 12.12 4.4*8.8 ■ 12.12 



_ a» — b2 . 

^ « ^2 ^ 



• » 

Ferner ist der elliptische Quadrant aach 



— 1— 



3.4 



3.4 5.61^ 2*. 4». 6-'. 8 ) Vb^ 



n 1 ^ ^ et«. 

In dieser Formel, die namentlich ^nr Bectification tou 
Ellipsen mit groLer Excentricität brauchbar ist, ist 

A = — 1 — 



B = A — 



1 




3.4 




1 


1 


3.4 


i) . G 


1 


,1 


5.6 


7.8 



etc» 



Der nur Abscisse x gehörende Ellipsenbogen* bt 

20* 
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(4) -= ^ |1 - ^ e* ^^^^j^ 



1.9.25.7 g 1.9.25.49 .9 
PÖMÖi ^ 4.16^.64.100 



- e« 



„ (1 1.3 ^ , 1.9.5 1 

, 1.9.25.7 1.1 1.9.25.49.9 
+ 8.12.16.ä0 O * * "'■8.12.16.20.24 

^ • ^ • ^ «l« + etc ' 

•2.3.4* ^ ■ 

IT . . (1.3 . , 1.9.5 
- j-^ sm 49 jj27lö * 12 .16.20 * 

^ 1.9.25.7 1 , 1.9.25.49.9 
12.16.20.24 • 2 ' 12.16.20.24.28 

> • '2 g £ ^ ^ etc. 



1.1.1 . ^ ( 1.9.5 , , 1.9.25.7 



1.2.» ^|I6.20.24 ' ^ 16.20.24.28 

, 1.9.25.49 .9 1 .0 t I 
"'"l6.20.24.Mr:M-2* " j 

1 1 t.l . a ( 1.0.25.7 



t 



8 



1 . 2 . a . iü I 20 . 24 . 28 . 32 

■ 20.24.28 .32.36*- 

_._ 1.1.1.1. 1 . { 1.9.25.49.» ,„ ^ , 
+ 1.2.3.4.^5^^°* j 24.28.32.36.40 

Für die vorstehende Formel ist 

r . x>k e 
9 sr arc I »D = - I ; 

(5) Ferner ist für dea zur Abscisse x gehörenden 
Bogen s der Ellipse 

• 1 ^ II 1 . ) 1.1^ (1.3 

; = 9 ~ j2 9 - 2 cos - 2^ jg^i 

i.3 . , . ^ 11.1.3. 

— »m 9 CO« 9 — J sin cos 9| — ^ ^ ^ «• 
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[1.3.5 1 . 3 . 5 .. • ■ ; 1.5.. 

- 27470 ''"^ * -476 ^ 9' 

. 1 , , ) 1.1.3.5 . (1.3.5.7 

- ^ s,n cos 9 j - 2.4.6,8 I2.4.6.8 9* 

1.3.5.7 . ^ : 

etc. . 

In dieser Formel ist g = ~ ; = arc ^sin = 

(6) Die Normale' eines Punctes einer Ellipse schliefse 
mit der gr^fseo Achse 2a den Winkel & ein^ die Länge 
des Ellipsenbogens von diesem Pnncte bis zur grofsen 
Achse sei s,, endlich sei der Krümuiungshalbmesser für ei- 
nen PuDct der Ellipse, dessen Normale mit der Achse den 
Wioiiel von 45" bildetj gleich r. Hiernach ist 

5. (, . 3,5 , , 3.5.7.9 ^ . 3.5.7.9.. 
r=^.f +.4:4°' + 4717878°' + 4.4.8.8; - 

11.13 



•12.12 



n^ etc. 



' a^\^ ,3.5.7 8 3. 5. 7 etc. 11 

— sm 20 ; . n + i — 53 — r=> • 1 •> + 



4 '4.8.12'1 T4.8.12etc2ü 

5.4 



•r:2 



n* etc. 



a-l-A/^l^-ö^sj- 3.5.7.9 4. 
+ I ^® 478 °' + 4.8.12.16 I 



3 . 5etc.l3 6.5 ^ | 
+ 478etc.24 1.2° ^^''j 



1 . fiß i3.5.7 , , 3.5etc.ll 5 - . ) 
3 |4.8.12 • 4.8etc20.1 j 

. 1 • ( 3 . 5 . 7 . 9 ^ "3 . 5 etc. 13 
+ 4 ^® 4-78712716 " +■ 4.8 etc. i4 



6 
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1 ( 8.5.7. 9.U , 1 ^ 5 etc. 15 

— ^«älOd 4". 8. 12.16.^0" T 4.8 etc. 24 



8 

. j u» etc. 



• «tc 

In dea vorstehenden Formeln ist 

a»— 'ba 

(7) Statt der vorstdicndea Formel findet sich auch 

■ 

»0-S) +D*»etc.| 

• * • -8in20{ A,e« + B,£* + C,£« 

+ D,i8 etc.} 

+ 8m40{ B»«* + 

. .. + D„t» «te-l 

— dnSel 

+ etc.} 

etc« 

und es ist 

1.-3 „ 1 .3^.5 1.3^.5^.7 . 
A==2-^; B = 22 4» - . ^— 2*. 4«. 6» ' 

2». 4». 6*. 8^' 

A, = B, = C/ = 8712 .16 • 2» • 

34 5« 7« 9 1 3^^. 5^. 7g. 9". 11 

8.12.16.20 -275^ 8.12.16.20.24 

-L. etc 
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_ 3« .5 l c — 3« .5«. 7 1 „ 8« .5« .7^.9 

" 12 . lÖ • 4 ■' " 12.10.20 • 4 ' ~ 12. IÖ.2Ü.24 
1.1 p 3'. 5». 7a. 9a. 11 1^ 1 
•4*2» ^12.10.20. 24. 28'4 2. 3 



e 



a 

(8) Endlich noch 



sin & cos & 



J + ö (^0* et«"! «in »ö cos e 



2.4 

etc. 

. Für die vonteheiuie Formel ist 

3 . 3.5 5.7 . 7.9 ^ 

(9) Für eine Ellipse, deren Excentricltät nicht sehr 
klein ist, lafst sich der der Absdsse x zugehörende Bogen 
ausdrücken durch 

s = /ae . jl ^ A + (5 + q - Q 3 

1 (9 + 3f)( l - t)a ^ ^3 (13 + 3fXl-t3) ^ 

1.3.5 (17+ 3s)a-t)4 „ ^ , 
4.6.8 2Ö«i ^ 

und cä ist 
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^ . S + « - (1 + 30 1 - Va(2 +20 

1 A ' (I + 3t)B 

1 . 1.3 1 + 38 A 



4(r+l)-^2.b'(i + .)=» 4(l + e)(l + ^)' 

1. 3(1 + 30 A ( 1. 3(1 + 30 ^ 

- 2.8(1 + 0'' + ^ 1 4.8(1 + 0* 

1 1 . 5 (1 + 80 15 + 58« + 103«» 

B = 6(l + «V 4.12(1. + 0* 2.8.12a + 0» 

1 A 1.5(1 + 3«) A 

-W+^rT^ 4.i2a + o-^Vi+?^^ 

15 + 58e + lOSe« A* ( 1.3.5 (1 + 30» 

- "2 .8 , 12(1 + *)»"• 1 ^ i (4.8.12 • (! + «>» 



a 

1.9(1 + 30t > 
4.12(1 + O'-*) 

etc. 



B. 



Hyperbel. 

■ 

« 

S. 131. 

Die gr^fte Achse äner Hyperbel sei 2a » die kleine 
Achse 2b, die Excenlricität 2e und der Paramrter p. 

Genäfs; dieser Bezeiduuing ist 

^ (1) e* — a« = b^ 

: ' (2> =- = P> ' 
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Für die gleichseitige Hjperbei ist 

a c b. 

(4) Zählt man die Abscissen vom Durchschnittspuncte 
der Achsen auf der grofseo Achse und nimmt die Ordina- 
len parallel zur kleinen Achse ^ daoa ist die Gleichung der 
fijperbel 

y==-|/(x« — a«), oder 
a 

y(e« — aa)(x9 — a*) ^ 

7=1/ ' '^^ 



(5) Die Fahrstriche eines Punctes der Hyperbel sind 



ex 

v = a. 

a 



(ft) Werden die Abscissen nicht vom Durchschnitts* 
punctc der Achsen, sondern vom Schdtel aus auf der vier- 
Ungccten gro£sen Achse ge^iUiIt^ dann ist für rechtwinkel- 
ige Coordinaten die Gleichung der Hyperbel 

^ b / 
= - 1/ (2ax, + x,^), oder 



i/o 



(7) Es sei der Diaineter eines Punctes einer Hyperbel 
2A, der augehörende conjugirte Diameter 2B, der erste 
fichüefse mit der grofsen Achse den Winkel i/;, der swrite 
aber den Winkel g> ein. Hiernach ist 

a^ 

AB sin (y — t) = 

21 



— = tg9)tg 
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cos il>na((p — ip) üa^ma(<p — t^) ' 

C08 9) «in (9 — t/;) smq> siu (9? — 1^) ' 

— ßa = — b«. 

(8) . Es sei der Urspruag der Coordim^ten im Duicb* 

schiüttspuucte zweier conjugirter Diameter gelegen, diesel- 
ben mögen ferner die Coordinatenadisen und 2A die Ab- 
scissenachse sein« Bei dieser Voraussetzung ist die Gleichung 
der Hyperbel • 

(9) Wenn der Winkel, unter welchem die Asymptoten 
einer Hyperbel die grofse Achse durchschneiden^ gleich 
folglich der Winkel, den die Asymptoten einschliefsen, gleich 
2ß gesetzt wird, dann ist 

(10) Die GleichiiDg der Hyperbel, bezogen auf die 

Asymptoten, ist 

a» + b« 

für welche Gleichnng die AbscSssen vom Darchschnittspmide 

der Asymptoten auf einer derselben, die Ordinatea aber 
zur andern parallel zu nehmen sind, 

■ 

a2 jL da 

Der Ausdruck 2 — heifst bekanntlich die Potenz 

4 

der Hyperbel. 

§. 132. 
Für die Gleichung der Hyperbel 

y = y(x«-a«) 

ist 

X* 

(l) Subtangente = , 



. Kj ^ .d by Google 



(2) Subnonnale = — 9 



a 

b 



(3) Normale r= - |/|(a3+b«)i«— a*{. 



(4j iauKeiite — .' — 

^ ax 



(5) der Krümmungshalbmesser 

^|/»(^2__a2)a2 4-I,2x.;;3 
9 a'-'bxa * 

(6) der Krümmungshalbmesser für den Schdtd 

9 = - = hV* 

(7) die Fläche der Hyperbel zwischen deu Coordioa- 
ten X und j und dem hierzu gehörenden Bogen s 

^ b ixl/7x2 ^ a2) a2 , rx + l/(x2 — a^) J 
^=a|-*^S • - 1- l°8°t 1 — -ij- 

(8) Die Länge des H}perbelbogens, der zu den Coor- 
dinaten x und y gehört, ist 



8 



ü^.{,_«„„,»4_>c..(-4':) 

6 vx« ^ 4 X* ^ 4.2 I 

[a + 1 B.. + 1^ c + ? : » ; * D.. ^1 



a 



. arc ^8ec=~^. 



In cBescr Formd ist 



■ 1 „ 1.1 ^ 1.1.3 „ 1. 1.3.5 ^ 
^ = r'®= 174'*^= 27476' " = 2747678 

a-» + b« • 



21 
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um welchen der £rzeiigtingskreU für irgend einen Ponct 
der Epicydoide fortgerollt wird, 97, and der correspondirende 

Bogen ßm Grundkreise q>\ Hiemach ist 

(1) R<p' = Tip. 

(2) Die Abscissen für die Epicydoide mögen vom 
Bfittdpuncte aus auf dem. durch den Anfangsponct der er-* 
stera gdienden Radius gezählt und die Ordinaten recht- 
winkelig darauf genommen werden; ferner sei die Entfern- 
ung des zu den Cootdinatcn x imd y gehSrenden Ponctcs 
der Epicydoide vom Mittelpuncte des Grundkreises = z. 
Hiernach ist 

X = i13L + r)eo8(p* — r cos (9 + 
y == (R + r) sin 9' — r sin (q) + <p'\ 
= r« + (R + r)2 ^ 2r(R+r) cos 9. 

(3) Der Winkel «, den die Tangente mit der Ab- 
sdssenachse einschliefst, ist 

(4) Der. KiümmuDgshalbmesser ist 

folglich der Exümmangshalbmesser im Scheitel 

^ 4r(R + r) 
2r + ß ^ 

(5) Für die liinge des Epicycloidenbogens ergiebt sich 

8 = r-^^-lp-^ (l — cos ig>), 

folgUch für die Lange der ganzen Epicydoide 

. ^ 8r(R+rX . 

(6) Die von z (Nummer 2 d. §.)i ^^m Epicycloiden- 
liogen und vom Bftdins des GnttidbeiBes begraizte Flädic 
der Epicydoide ist 
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ferner -die Ton der ganzen Epicydoide und den dardi ihre 
Eodpancte nach dem ItfittelpanCte des Gmndkreises hin gc- 
zogeueu Uadiea eiugescbtossene Fläche ist 

r(R + rXR + 2r).« 
R • 

Hypocycloide. 
§. 136. 

Für eine Hjpoc^cloide sei Uer iladius des Crimdkreises 
R, der des Erzeugungskreises r, ferner^ wenn der Erzeng* 
ungskreis um den Bogen (p für den Radius 1 fortgewälzt 
ist, der correspondireude Bogen des Grimdkreises q;t\ Hier« 
nach ist 

(1) ßy' = r(p. 

(2) Der Mittelpunct »des Gruudkreises sei der An- 
fangspimct der Abscissen, der nach dem Anfangspuncte der 
Hypocycloide gezogene Radius die Abscissenachse, die Ent- 
fernung eines Punctes der Hypocycloide vom Mitteipuncte 
des Gnindkreises z, dann sind die rechtwinkeligen Coordi- 
B^en des durch Drehung des £rzeugung$kreises um d^n 
Bog^ 9 entstehenden Punctes der Hypocyda^da 

X = (R — r) cos g>\+ r cos (<p 9'), 

y = (R — r) sin 9' — r sin (9 — 9'); 

ferner ist 

z»=:(R— r)a + ra + 2r(R — r)co»9. 

Kettenlinie. 
§. 137. 

' Für die durch Aufhängung einer Keltc mit ihren 
Enden entstehende sogenannte Kettenlinie sei die durch den 

Digitized by Google 



Sdieitel d^selbea gehende verticale Linie die Abftcimii- 
adisev Scheitel der Anfangtpnnet der Abscissen^ die 
B}tUAi]^ der Ordinaten liorizont^ die Spannung im Scbei- 
i<A C, dei Gewieilt des nur Abslisse x und Ordunte y 

gehörenden Kettenbogens von der Länge a gleich der 
Winkel, den die Tangente des durch x and y bestimmten 
Punctes mit der Absdsseaachse einschliefst, gleich i\)y und 
und endlich die Spannung der Kette in dem durch die 

Coordinaten x und y bestiiumteu Punctes gleich T. Hier- 
nach ist * 

(1) Tmskip = Cy 

(2) Tcos^ = Q, 

C 

(3) tgi/; = ^, 



(4) ^-/^(C2 + Qa)- 



§. 138. 

Für die gemäne Kettenlinie» oder fSr den Fall» da& 

•gleiche Kettenlaugcii gleiches Gewicht haben, ferner unter 
4er Veraussetnuig» dab die Längeneinheit der Kette das 
Gewicht q hat und die Spannung im Scheitel durch das 
Gewicht einer Kette von der Länge c vertreten werde^ 
ergiebt ndi 

(1) I = /(C*+S») — c. 

(2) B = j/{xa + 2«}, 

S2 — X« • 

(3) c=-är-' 

(4) y = c 



(5) y = c 
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^ l/(xa + 2cx) 

(7) cos ip =S ' ^ ^ , 

(9) d«r Krümmaogsbalbmesser 

c» + 8« 

oder 

_ (c + x)' 

folglich der Knunmongshalbmesser im Scheitel 

* 




Formeln 
aus der geradlinigen Trigonometrie. 

. §. 139. 

Die Saea «nes Draecke» nrögen a, b, c, die deo 
sdbea gegenüberliegenden Winkel «, ft y «ön- 

nott «n jSI sin_y 



IL 



a — b 
X,— • 1 

' cos 7} 



I 2 sin ^ y ,/ . 



III. tgC-^-^)^^-*«ir. 

82 
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Formeln 
«w der spiiarigdieD Tr%oiioiiietrie. 

S. 140. ' 

Hvn.^' r«J|twi«keligc sphäri«A« Dreieck sei die 
H:^ti.««e h die zwei ander« Seiten .eien . „^ t 
nnd d,e den letztern gegenüberliegaide« Winkel a und ß. 

(cotg b = cos ü tg o. 

« 

€08 D SS ■■ 

j Cosa 

IL ^cosb =tg^cotgb. 



sin b 



sin a 
sink * 

sin a 

9 



III Umb =tgaco«giy^ 



sin ß 



cos tt 

cos a 



cotg h = cotg a cos ft 
IV. ^tgb =:igßma, 
cosß — sin /3 Cosa. 



Digitized by Google 



cos h = coB a €08 bj» 

/cotg a = sin b cotg a, 



|co8 b = cotg flt cotg ß. 



VI. cos a s — - . 
$. 141. 

Die Seitea der sclilefvvinkcligen spharischeo Dreiecke 
and mit a, b, die denseibea gegenäberliegendeii Winkel 
mit Oy ß und y bezeichoet. 

Die Tier Grandformeln der spbarifldien Trigonometrie 

sind: 

L cos a = cos o sin b sin c cos b cos e. 

IL cos a s= cos a sin ßsmy — cos ß cos 

IIL cotg a sin c =1 cotg a sio jS + <^ös c cos ß, 
m a mn b 



IV. 



sin a sin jS * 



§. 142. 

Die Seiten schiefwtnkeliger sphariscber Dreiecke nnd 

die deoselbea gegenüberliegenden Winkel wie im vorgehen- 
den $. beaeichnet, dann bestehen für schiefwinkelige sphä- 
rische Dreiecke, mit Einfiihrung von Hiifsgleichangen^ fol- 
gende Formeln: 

y = m + n, 

Icotg m = tg « cos b, 

cos m tg b 
coansac — , 

tg a 

'c = M + N, 
jtg H ~ cos a tg b, 

- - cos M eoa a 

cos N =B . ■ ■ • 

cos b 

2S 
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Iii. 



tg c sin BI 
tg M = cos y tg b. 



cos b cos N 

• Icos c — 

IV. 



»Icos c — „ 

cos M 



V. 



VI. 



VlU. 



tg M= cos /.tgb, 

N = Differenz zwischen a und M. 

* • 

'c = M + N, 

L 4 

|tg M = tg a cos ^, \ 
^ / ^ sinMtgp ^ ' 

tg « 

• • • 

lcotgn(iÄCo»atgj3, . - . 

V 

sin m cos a > 
sinn=- 



cos ^ 

tg b cos m 

COSA' 



Icotg 91 » tg y C06 b| 



COS y sin n . 



lC03 & C 

Sin in 

I • .. 4 

' • • * I 

Icotg m Ä tg y cos b, 

' I 

n = tt. — ^m. I 

< ^ -/ sin — b) sin (s — c) 
^ ^ Sin b flin c 

Kj , _ /ün s «n (s — a) 
• ScosA« — 1/" . - , ; 

; K ^ ^ sinbsfnc^^ 
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/ cos c cos (0 — a) 
sinia^l/ 

t 

COS ti cos V 

cos " " " ' 



X. 



8ia ß sia y* 



_ u + ß + y '. . 
2 ' 

fj Differenz zwischen' 0 und ßy 

1^'= Differenz zwiscken ö und 

Mit Beibehaltung der §. 141 gewäUten Bczeichnmig 
der Elemente sphärischer Dreiecke sind die Neper'schen 

Formeln: . ' 

^ ^ cos .\ ^ b) , , 

COS ^ (« + P/ 

, / .X sin i (a: r\J jS) , - 

Die Gaufs*schen Formeln sind: 

COS ^ (a + j3) COS 4 c = cos (a + b) sin | 
cos ^ (« jS>sin i c = sin i (a + b) sin ^y, 
sin i (a + /S) cos i c = cos i (a 00 b) COS i y, 
sin ^ (a 00 sin ^ c = sin i (a cx> b) cos | y. 

In dea Neper'schen und Gaufs'schcn Formeln soll 
a b, ao^ ß etc. die Differenz zwischen den Gröf^^ 
a und b, u und ß etc. bedeuten« 
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7. ^» > 'irr^ — * 



X 



' Jj^k von B. G. T eubaer ia Oretdea. 
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